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Résumé

Modéliser la localisation de la déformation dans les géomatériaux de manière objective
nécessite l’utilisation de méthodes capables de régulariser le problème aux limites en
introduisant une longueur caractéristique. Dans le cadre de ce travail de thèse, nous
avons choisi d’utiliser les milieux à microstructures de types second gradient. Une ques-
tion, se pose alors quant à l’identification des paramètres constitutifs qui interviennent
dans la formulation de ces milieux. L’objectif de cette thèse est de mettre en place une
méthode d’identification d’une loi de comportement enrichie de type second gradient.

Une partie de l’identification a été réalisée à partir d’essais homogènes, cependant
l’identification complète nécessite de considérer des modes de déformation à forts gra-
dients, comme cela est le cas en présence d’une localisation de la déformation. La
procédure d’identification développée s’appuie sur des résultats expérimentaux d’essais
mécaniques sur le grès de Vosges conduits à deux confinements différents (20 et 30
MPa), pour lesquels le mode de déformation des échantillons a été caractérisé à l’aide
de mesures de champs cinématiques (corrélation d’image), y compris en régime localisé.
Un certain nombre d’observables ont été extraits de ces essais, qui ont servi à établir
la comparaison entre calculs numériques et observations expérimentales.

Une étude de sensibilité exhaustive a été menée pour établir une matrice de sensibilité
utile par la suite pour l’optimisation des observables. Afin de calculer cette matrice,
deux études de sensibilité sont effectuées. Ces études consistent à évaluer l’influence de
la variation de chaque paramètre constitutif sur les données sélectionnées. La première
étude de sensibilité porte sur la partie homogène des essais, elle permet l’optimisation
d’un certain nombre de paramètres qui jouent un rôle uniquement dans cette partie.
La deuxième étude concerne le régime de déformation localisé. Celle-ci permet le calcul
de la matrice de sensibilité. Grâce à cette matrice, nous avons réalisé une optimisation
des observables. Ainsi, chaque observable pourra être optimisé indépendamment des
autres. A l’issue de cette optimisation un jeu de paramètre est proposé. Il permet de
reproduire de manière fiable, les essais expérimentaux.

Mots-clés

Second gradient, Localisation de la déformation, Identification, Matrice de sensibilité,
Optimisation.
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Abstract

The strain localisation modelling of geomaterials requires the use of enhanced models,
able to regularise the boundary value problem, by introducing a characteristic length.
In this research work, we have chosen to use second gradient models. A question then
arises, concerning the identification of second gradient constitutive parameters. This
PhD research work aimed to develop an identification method to obtain theses para-
meters.

The study proposed here covers a parametric identification of a constitutive law written
in the local second gradient formalism. A part of this identification may be performed
through homogenous tests, however the complete identification requires the considera-
tion of high gradient deformation modes, as it is the case where localized deformation
is observed. The identification procedure developed uses experimental results from me-
chanical tests on Vosges sandstone, for which the deformation mode was characterised
by kinematic field measurement, including the localized regime. A certain number of
observable data can be extracted from these tests, they are then used for the compa-
rison between experimental and numerical data.

It is necessary to compute the sensitivity matrix in order to optimise the observables
data. In this sense, two sensitivity studies have been carried out, allowing the evaluation
of the influence of each constitutive parameter on the selected data. This first analyse
concern the homogenous part of the tests. Constitutive parameters involved in this part
can be then optimized. The second analyse concerns the localized regime and the sen-
sitivity matrix computation. Once this is achieved, the optimization of the observable
data can be conducted. Each observable data can be optimised independently. A set of
constitutive parameters is proposed. It allows a good matching between experimental
and numerical results at two confining pressures ; 20 and 30 MPa.

Keywords

Second gradient, Strain localisation, Identification, Sensitivity matrix, Optimisation
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CHAPITRE 1

Introduction

La localisation et les phénomènes d’instabilités qui y sont liés jouent un rôle crucial
dans le comportement à la rupture des sols et des roches. Les mécanismes physiques
responsables de la localisation sont variés et les zones de localisation peuvent apparaître
dans une large gamme de matériaux de microstructures différentes et sous diverses
sollicitations (figure 1.1).

�� ��

Figure 1.1 – Localisation de la déformation, dans un échantillon de grès soumis à un essai
biaxial a), observé dans un massif rocheux prés de la ville d’Orange en France
b)
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Introduction

Une modélisation correcte de la localisation de la déformation constitue un enjeu ma-
jeur dans plusieurs domaines d’application, parmi lesquels nous pouvons citer : stabilité
des parois de trou de forages, stabilité des parois de tunnels, stockage de déchets ra-
dioactifs en profondeur ainsi que le stockage de CO2 dans les roches profondes

La localisation de la déformation est observée à la fois in situ et à l’échelle du labo-
ratoire. Les observations sur le terrain montre qu’elle peut se présenter sous la forme
de figures géologiques : les plissements, les failles, bandes de cisaillement (figure 1.1,
image b)), etc. Mais aussi sous la forme de plan de glissement dans un cadre plus
géotechniques.

A l’échelle du laboratoire, des essais élémentaires sont réalisés afin d’établir les rela-
tions constitutives du matériau étudié. Ces essais, pourtant voulus les plus homogènes
possibles, présentent quasi systématiquement à partir d’un certain chargement la loca-
lisation de la déformation (figure 1.1, image a)), sous la forme de ce qu’on peut appeler
des plans de rupture [34] qui traversent l’échantillon suivant une certaine inclinaison.
Dans ces conditions, il est difficile pour un expérimentateur d’interpréter les résultats
de l’essai puisque l’échantillon devient lui-même une structure. De ce fait, plusieurs
tentatives ont été menées afin d’éliminer les causes de cette localisation, en améliorant
les conditions d’essais, par exemple en éliminant certaines causes de perturbation de
l’essai, telles que le frettage dû au frottement du matériau sur les têtes pour un es-
sai triaxial exisymétrique. Ceci a effectivement permis d’atténuer les hétérogénéités et
d’avoir un champ de déformation plus homogène au début du chargement, sans pour
autant empêcher l’apparition de la localisation de la déformation, à partir de niveaux
de chargement plus importants.
Étant donné l’importance du phénomène, l’analyse de la localisation est devenue un
domaine de recherche très intensif et très actif depuis une trentaine d’années, au niveau
tant théorique, qu’expérimental et numérique [34].

D’un point de vue théorique, la localisation de la déformation peut être considérée
comme un problème de bifurcation, c’est-à-dire la transition d’un chemin fondamental
de comportement vers une chemin alternatif. Les bases théoriques nécessaires à l’ana-
lyse de la bifurcation par localisation de la déformation ont été posées par Hadamard
[46], Hill [49] et Mandel [64]. Puis Rice [84] a développé une approche où le mode de
bifurcation en bandes de cisaillement est spécifié. Les premiers résultats disponibles
concernaient les métaux, Asaro [3], Christoffersen et Hutchinson [28] etc. De nombreux
chercheurs se sont intéressés par la suite à l’étude de la localisation de la déformation
dans les géomateriaux, Hill et Hutchinson [50], Vardoulakis et al. [99], Desrues [34],
etc.

Sur le plan expérimental, il existe plusieurs techniques de détection de la localisation.
Les techniques mises en œuvre à cet effet dépendent du caractère ductile ou fragile
du matériau utilisé. On peut regrouper les techniques utilisées actuellement pour la
mesure du champs de déformation en trois grandes familles.
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Introduction

• Les émissions acoustiques sont de plus en plus utilisées, elles sont basées sur la
détection des signaux provenant des ondes élastiques transitoires émises lors de la
libération brutale de l’énergie dans un matériau lors d’une sollicitation mécanique.
Les ondes sont détectées par des capteurs piézoélectriques posés à la surface de l’objet
et qui sont par la suite convertis en signaux électriques. La position des événements
acoustiques (relocalisation) peut être effectuée si l’on dispose de nombreux capteurs
en comparant les temps d’arrivée des signaux par capteurs [97].

• La tomographie à rayons X est une méthode non-destructive qui permet de visualiser
la structure interne d’un échantillon opaque en trois dimensions. Ces images 3D sont
obtenues par l’analyse d’une multitude de radiographies prises avec des incidences
différentes. Elle permettent de visualiser un champ d’atténuation. Cette technique
permet de localiser très finement les hétérogénéités, singularités, vides ou inclusions
présents dans le matériau [36].

• La corrélation d’images numériques (DIC) est une méthode de métrologie optique
basée sur la comparaison d’images numériques. Ces techniques se sont généralisées de-
puis une quinzaine d’année et sont connues pour être des outils puissants et flexibles
pour la mesure de la déformation. Cette technique est facile à mettre en œuvre,
puisqu’elle ne nécessite qu’un appareil photo pour une analyse 2D, ou bien deux
appareils pour une analyse 3D de surface. La corrélation 3D en volume est accessible
via des images obtenues en tomographie (par exemple à rayons x).

D’un point de vue numérique, les articles de Needleman [75] et de Needleman et Tver-
gaard [76] semblent être les premières publications orientées vers la modélisation par
la méthode des éléments finis de la localisation de la déformation en bandes de ci-
saillement. Les premiers résultats obtenues montraient la dépendance des solutions par
rapport au maillage. En effet, les lois de comportement classiques ne permettent pas
de restaurer l’objectivité des calculs. Il en résulte que la modification des procédures
numériques classiques pour améliorer la modélisation de ce genre de problème devient
indispensable. Plusieurs techniques ont été proposées en ce sens, Belytschko et al. [11],
Leroy et Ortiz [61], Chambon [22], Pijaudier [81], etc.

Dans les travaux de la présente thèse, nous utiliserons le formalisme de milieu à mi-
crostructure dit de second gradient local [[23] ;[43]]. Ce formalisme permet de restaurer
l’objectivité des calculs vis-à-vis du maillage en introduisant une longueur caractéris-
tique venant contrôler la largeur de bande de localisation. Une nouvelle problématique
se pose alors quant à la manière d’identifier les paramètres constitutifs des lois écrites
dans ce formalisme, l’identification ne peut se faire de manière identique aux lois de
milieux classiques pour deux raisons majeures.

La première, il est d’usage de calibrer les modèles classiques à partir d’essais élémen-
taires au sens où la déformation reste la plus homogène possible. Cependant, puisque la
déformation atteinte dans les bandes est généralement très importante, il est important
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d’évaluer la loi de comportement à des niveaux de déformation élevés. Ces niveaux de
déformation ne peuvent êtres atteints en régime de déformation homogène, comme en
témoigne les études expérimentales utilisant les mesures de champ [17].

Deuxièmement, certains paramètres de modèles enrichis ne jouent un rôle qu’en pré-
sence d’hétérogénéité de déformation, ce qui exclut encore de se restreindre à une
identification à partir d’essais élémentaires. Par ailleurs, des essais qui seraient volon-
tairement hétérogènes, par un contrôle adéquat des conditions limites, ne suffisent pas
à générer des gradients de déformation suffisamment importants pour mobiliser suf-
fisamment les paramètres en question, du moins tant que la localisation n’apparait
pas. A partir de ce constat, il convient d’adopter une stratégie plus élaborée, en ne
s’interdisant plus d’exploiter des essais de laboratoire à partir du moment où apparait
la localisation, pour peu que ces essais permettent une description fine du champ de
déformation. Les méthodes de mesure de champ, qui deviennent de plus en plus stan-
dards, offrent la possibilité d’extraire un certain nombre d’observables des essais quant
à l’organisation spatiale et temporelle des bandes de localisation (largeur de bandes,
nombre de bandes actives ou désactives, etc...). C’est cette démarche que nous avons
poursuivie dans ce travail de thèse.

Ce mémoire de thèse est composé de 5 chapitres. Le chapitre 1 présente une biblio-
graphie succincte sur les milieux enrichis, avec un focus sur les milieux de type second
gradient utilisé dans le cadre de cette thèse. Nous présenterons aussi la loi de com-
portement que nous utilisons, quelques notions sur les méthodes d’analyse inverse puis
nous terminerons par présenter certains résultats des essais expérimentaux menés sur
le grès à l’aide de l’appareil triaxial vrai du laboratoire 3SR.

Le chapitre 2 est consacré aux résultats des calculs homogènes. Nous retrouverons dans
ce chapitre également l’étude de bifurcation basée sur le critère de Rice [84] appliquée au
modèle utilisé et qui permet notamment de déduire les angles d’orientation de bandes
possibles en cas de localisation.

Dans le chapitre 3, nous exposons les choix numériques que nous avons dû faire pour
les calculs hétérogènes. Dans ce contexte nous aborderons la méthode suivie pour le
choix de la discrétisation spatiale. Seront présentés également dans le chapitre les outils
numériques développés pour le traitement des résultats de calcul afin d’en extraire un
certain nombre d’observables.

Afin de procéder à l’identification, nous avons réalisé une étude de sensibilité qui sera
utilisée pour l’optimisation. L’étude de sensibilité en régime de déformation localisée a
permis de calculer une matrice de sensibilité, elle est l’une des contributions originales
de ce travail. Les résultats de cette étude ainsi que la méthodologie suivie pour le calcul
de la matrice sont exposés au chapitre 4.

Au chapitre 5, l’optimisation des observables qui ont été retenus pour comparer ex-
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périence et calculs, est exposée. De plus, nous présenterons les développements liés à
l’introduction d’un angle de dilatance variable dans la loi de comportement. Puis, nous
montrerons les calculs numériques qui ont permis de reproduire les résultats expéri-
mentaux de manière satisfaisante.

La notation utilisée dans ce document est la suivante ; les vecteurs ou tenseurs sont
exprimés par leur noms suivi d’indices écrits en minuscules. La convention de somma-
tion d’Einstein est appliquée pour les indices à répétition. Tout autre indice utilisé sera
précisé dans le corps du texte.
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CHAPITRE 2

Étude bibliographique

Étudier la localisation de la déformation dans les milieux continus classiques à l’aide de
la théorie de la bifurcation, permet d’aborder la question comme un problème de perte
d’unicité et d’indiquer le niveau de sollicitation satisfaisant les conditions d’apparition
de bandes de localisation, ainsi que les orientations possibles de ces bandes. Cependant
ces milieux ne permettent pas d’avoir des indications propres sur l’évolution des bandes
dans le régime post-localisé, et en particulier de restaurer l’objectivité des calculs vis-
à-vis du maillage. Il est donc nécessaire d’utiliser d’autres méthodes pour régulariser
le problème et obtenir une solution du problème aux limites qui ne dépend pas du
maillage. Les méthodes de traitement de la post-localisation sont variées et peuvent
être classées en deux approches. Les approches continues d’une part comprenant les
modèles du second gradient, les modèles non locaux, les milieux de Cosserat, et d’autre
part les approches de type discontinu.

Nous avons choisis d’utiliser dans le cadre de cette thèse les modèles de second gradient
locaux. L’étude bibliographique que nous proposons ici, a pour objectif de présenter
cette méthode de régularisation. Celle-ci a été développée il y a une quinzaine d’années
au laboratoire 3SR et permet d’obtenir des solutions objectives vis-à-vis du maillage.
L’identification des paramètres qui découle de cette méthode de régularisation est né-
cessaire afin d’obtenir des résultats qui permettent de reproduire au mieux les données
expérimentales. C’est dans ce cadre que nous introduisons dans la deuxième partie de
ce chapitre les méthodes d’analyse inverse qui permettent d’identifier les paramètres
d’une loi constitutive lorsque la détermination de ces paramètres n’est pas possible
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par les méthodes classiques. Les méthodes d’analyse inverse n’ont pas été abordées
stricto sensu dans le cadre de cette thèse, pour des raison que nous expliquerons dans
ce qui suivra. Nous avons effectué une étude de sensibilité suivie d’une optimisation des
paramètres de la loi constitutive en s’appuyant sur les méthodes de différences finies.

2.1 Modèles enrichis

Les analyses régulières en mécanique du solide sont en générale menées dans le contexte
de la mécanique des milieux continus, dans lesquels une continuité du champs de dé-
placements est postulée. Cependant la considération de l’hétérogénéité du champ de
déplacement est essentielle dans beaucoup de problèmes en ingénierie. Dans le cas des
approches continues, le solide entier est vu à partir de la mécanique des milieux conti-
nus, ainsi la notion de déformation est définie non seulement dans la partie continue du
corps mais aussi dans les zones hétérogénes, que celles-ci correspondent à des bandes
de localisation ou bien des fissures. Il est possible de ce fait d’utiliser des équations
constitutives standards reliant la contrainte à la déformation partout dans le solide.
Nous présentons dans cette section les méthodes de régularisation dans le cadre des
approches continues uniquement, nous aborderons les modèles à microstructures, les
modéles non locaux, puis nous donnerons un aperçu des modèles viscoplastiques. Le
lecteur intéressé par les méthodes de régularisation par des approches discontinues,
pourra consulter les travaux de Johnson et Scott [55], Oliver et al. [78], Chambon et
Crochepeyre [24], Jirásek [53, 54], et autres.

2.1.1 Les modèles non locaux

D’après de nombreux auteurs, Bažant et al. [6], Bažant et Belytschko [5], Pijaudier-
Cabot et Bažant [81] , Belytschko et al. [10], Pastor et al. [80], la mécanique des
milieux continus classique ne permet pas de bien rendre compte du comportement
radoucissant pour lequel les problèmes numériques sont les plus cruciaux. Dans le cadre
de la mécanique des milieux continus classique, les grandeurs physiques du problème
sont définies localement en un point (contraintes, déformations, et variables internes).
Si on considère que l’adoucissement est une conséquence macroscopique de l’existence
d’hétérogénéités (vides, micro-fissures), il peut donc avoir lieu en un point matériel.
L’hypothèse dans la théorie non locale est la suivante : les grandeurs physiques qui
rendent compte de l’état du solide en un point ne dépendent pas uniquement du point
mais aussi de son voisinage immédiat. La valeur de ces grandeurs en ce point doit donc
être une moyenne sur un voisinage de ce point. A titre d’exemple un modèle non local
peut être obtenu en considérant le paramètre d’écrouissage comme non local. Dans le
cas de la plasticité standard à écrouissage isotrope, la surface d’écoulement f dépend
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de la contrainte σ et d’une variable interne γp telle que :

γp =

∫

γ̇pdt (2.1)

Où γ̇p est un invariant du tenseur de déformation plastique εp :

γ̇p =

√

2

3
(ε̇p)T ε̇p (2.2)

Une moyenne sur γ̇p est proposée par Bažant et Lin [7] telle que :

¯̇γp =
1

Vr(x)

∫

v

g(s)γ̇p(x+ s)dV (2.3)

Vr(x) =
∫

v
g(s− x)dV correspond au volume voisin autour du point matériel de coor-

donnée x (sous forme d’une sphère centrée au point de coordonnées x). s représente la
distance entre le point matériel de coordonnées x et le point où le calcul de moyenne est
effectué. g est une fonction de pondération qui est prise en général comme la fonction
d’erreur de Gauss définie par :

g(s) = e
−|s|2

2l2 (2.4)

où l est l’échelle de longueur interne du milieu continu non local. On introduit ainsi
un paramètre de longueur interne qui est directement en rapport avec la largeur de la
zone localisée.

La théorie non locale a pu aussi être utilisée en combinaison avec des modèles d’endom-
magement pour traiter des problèmes de localisation des déformations, par Pijaudier-
Cabot et Bažant [81], Bažant et Pijaudier-Cabot [8] et Pijaudier-Cabot et Benallal
[82]. Afin de ne pas rajouter une complexité à l’implémentation de ce type de modèles
dans les codes aux éléments finis, les contraintes ainsi que les déformations sont dans
la plus part des cas définies comme des variables locales, et seule la variable d’endom-
magement est définie comme une variable non locale. Ceci permet d’éviter de modifier
les équations d’équilibre du problème aux limites et d’utiliser des éléments standards
de continuité C0 dans la discrétisation éléments finis des problèmes aux limites. Clas-
siquement pour les modèles d’endommagement isotropes, l’opérateur non local est ap-
pliqué sur la déformation équivalente. D’autres choix sont possibles en appliquant par
exemple l’opérateur non local sur l’endommagement. Cependant, Jirásek [52] montre
que certains choix de variables entrainent des phénomènes de "verrouillage" avec une
contrainte résiduelle non nulle à des niveaux élevés de déformations.

Il est possible d’appliquer la théorie non locale à l’élasto-plasticité. Cependant il est
important de souligner que dans la théorie de l’élasto-plasticité, la relation constitutive
trouvée par les milieux non locaux découle d’une équation différentielle au lieu d’une
équation algébrique. Cette équation est difficile à résoudre et son implémentation n’est
pas pratique, (de Borst et al. [33]). De plus, si le domaine moyen s’étend à l’extérieur
du solide considéré, un autre problème apparaît qui est celui des conditions aux limites
additionnelles.
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2.1.2 Les modèles non locaux de second gradient dans le cadre
de l’élasto-plasticité

Les modèles non locaux de types second gradient ne sont pas écrits dans un cadre géné-
ral et dépendent directement de la loi de comportement utilisée (plasticité, endomma-
gement, ...). Nous restons ici dans le cadre général de l’élasto-plasticité, le terme second
gradient est alors introduit à travers la dérivée seconde de la déformation plastique ou
dans la règle d’écoulement, il est aussi possible qu’il soit introduit dans la condition de
consistance. Ces modèles sont appelés non locaux puisque dans ces modèles l’équation
constitutive qui est écrite sous forme incrémentale devient une équation aux dérivées
partielles. Mühlhaus et Aifantis [69] ainsi que de Borst et Mühlhaus [32] ont montré
qu’en utilisant un développement limité, ces modèles peuvent être considérés comme
une approximation des modèles non locaux.

Nous présentons dans ce qui suit deux types de modèle non locaux du second gradient,
le premier intègre le second gradient de la déformation plastique dans la surface d’écou-
lement, le deuxième quant à lui comporte un terme de second gradient dans la règle
d’écoulement.

Dans le premier cas Mühlhaus et Aifantis [69] ou Sluys [91] introduisent le Laplacien
de la déformation plastique équivalente k dans la surface de plasticité.

f(σ, k,∇2k) = 0 (2.5)

Après quelques développements, nous remarquons que l’introduction du Laplacien dans
la surface de charge, conduit à une écriture de la condition de consistance sous forme
d’une équation différentielle sur le multiplicateur plastique. Il devient donc impossible
d’obtenir l’expression de ce multiplicateur de façon explicite d’où la difficulté de son
implémentation dans un code d’éléments finis.

Le deuxième type de modèle est celui de Vardoulakis et Aifantis [98] ou Zervos et al.
[103], dans lequel le second gradient de la déformation plastique est introduit dans la
règle d’écoulement ainsi que dans la surface de charge. La longueur interne est ainsi
introduite de manière implicite. L’incrément de contrainte est défini en fonction de
l’incrément de déformation élastique de la manière suivante :

σ̇ij = Ce
ijkl(ε̇kl − l2e∇2ε̇ekl) (2.6)

Dans l’équation ci-dessus Ce
ijkl représente le tenseur élastique et le est un paramètre

matériel de la dimension d’une longueur.

Une longueur interne est aussi introduite dans la surface d’écoulement comme suit :

f(µij,Ψ) = 0 (2.7)
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µ ci-dessus est un terme de contrainte réduite qui est fonction d’un paramètre qui a la
dimension d’une longueur. Quand les déformations sont homogènes, les termes second
gradient sont nuls pour les deux modèles, néanmoins en régime de post-localisation les
déformations deviennent fortement hétérogènes et le second gradient joue dans ce cas
un rôle primordial.

Il est possible à partir des modèles non locaux second gradient d’introduire des lon-
gueurs internes qui viennent régulariser le problème aux conditions aux limites et d’ob-
tenir des solutions objectives vis-à-vis du maillage. La particularité de ces modèles est
qu’ils sont liés à la loi de comportement utilisée, puisqu’ils ne sont pas formulé à partir
d’une théorie générale. Ils n’existent pas de manière indépendante de la loi de compor-
tement qui les fondent, contrairement aux modèles seconds gradient locaux qui seront
présentés par la suite. De plus il est difficile de résoudre les équations qui découlent de
l’utilisation de ces modèles.

2.1.3 Milieux à microstuctures

Afin d’introduire les milieux à microstuctures nous utilisons la définition donnée par
Aifantis en 1978 [1] : un milieu continu à microstructure est vu comme un milieu
continu classique, qui en plus, peut échanger masse, moment, énergie et entropie avec
l’extérieur. La prise en compte de la microstructure dans la réponse macroscopique
du matériau remonte aux travaux de Mindlin en 1968 [73], puis un peu plus tard des
travaux de Aifantis en 1978 [1]. En 1984, Aifantis [2] a modélisé l’évolution de la micro-
structure et ses effets sur la réponse macroscopique des matériaux. On fait l’hypothèse
qui permettra de distinguer les états "normaux" c’est-à-dire ceux qui sont liés à la
structure macroscopique, et les états "excités" qui sont quant à eux liés à la structure
microscopique. Il est possible de décrire les deux états par les équations d’équilibre
habituelles du milieu continu modifié afin de prendre en compte leur interaction méca-
nique (échange de moments et de masses)

Le champ de second ordre, qui est rajouté à la description cinématique du milieu
continu enrichi, représente la déformation et la rotation des grains. Dans la définition
générale des milieux à microstructure, on ne fait aucune hypothèse sur ce champ.

2.1.3.1 Milieu de Cosserat

En 1909, la théorie des milieux continus a été développée par Cosserat et Cosserat [29].
Elle a été par la suite appliquée par Mindlin [[71], [72]]. Cette théorie a été plus tard
développée et utilisée par plusieurs auteurs dans le cadre de l’élasto-plasticité, citons
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pour exemple Mülhaus et Vardoulakis [70], Mühlhaus [[67], [68]], Vardoulakis et Sulem
[100], Sulem et Vardoulakis [92], etc.

Il est supposé dans la théorie de Cosserat que la macrostructure est divisée en micro-
éléments avec une échelle finie de longueur. Afin d’empêcher le milieu continu d’avoir
une dépendance vis-à-vis du maillage, la dimension des micro-éléments est finie ce qui
implique l’inclusion d’une longueur interne.

Figure 2.1 – Contrainte et couple de contrainte dans un milieu de Cosserat

L’introduction des quantités cinématiques et statiques additionnelles telles que les
couples de contraintes mzx et mzy (figure 2.1), et de ce qu’on peut appeler des micro-
courbures kzx = ∂wz

∂x
et kzy = ∂wz

∂y
pour un milieu bidimensionnel, permet la régularisa-

tion. wz est la micro-rotation autour de l’axe z, il apparait dans la théorie de Cosserat
comme une troisième quantité cinématique indépendante, qui vient s’ajouter aux deux
composantes du champ de déplacement ux et uy.

Le vecteur de déplacement pour un milieu Cosserat peut donc s’écrire :

u = [ ux uy wz ]T (2.8)

Les vecteurs de déformation et de contrainte sont définis par :

ε = [ εxx εyy εzz εxy εyx kxzl kyzl ]T (2.9)

σ = [ σxx σyy σzz σxy σyx mxz/l myz/l ]T (2.10)

Dans les équations (2.9) et (2.10) l’échelle de longueur l a été introduite afin d’avoir la
même dimension pour toutes les composantes de ε et σ.

Comme dans un milieu classique les déformations normales sont définies par :

εxx =
∂ux

∂x
(2.11)
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et

εyy =
∂uy

∂y
(2.12)

Les déformations de cisaillement sont définies de manière différente :

εxy =
∂uy

∂x
− wz (2.13)

et

εyx =
∂ux

∂y
− wz (2.14)

Notons qu’à la différence des modèles non locaux où l’enrichissement est introduit
uniquement dans le régime inélastique, dans les milieux de Cosserat une échelle de
longueur l est déjà introduite dans le régime élastique, et ce grâce au fait que les
composantes cinématiques et statiques sont reliées par un module de flexion et que le
rapport de ce module de flexion et du module d’Young a la dimension d’une longueur.

De Borst [31] a pu montré à travers un essai biaxial l’efficacité de l’utilisation des mi-
lieux Cosserat, dans le cadre de l’élastoplacité. Il a considéré une surface de charge
de type Drücker-Prager, en utilisant des paramètres adéquats et en introduisant une
imperfection dans un élément du maillage, il est arrivé à déclencher la localisation des
déformations. Mühlhaus et Vardoulakis [70] ont été les premiers à montrer que l’ap-
proche de Cosserat permet d’introduire une longueur interne et régularisait la solution
du problème aux limites après l’apparition de la localisation. D’un point de vue nu-
mérique cette approche à plusieurs avantages puisqu’elle permet d’avoir une matrice
de rigidité symétrique dans le cas où la relation incrémentale entre la contrainte et la
déformation est symétrique. Ceci n’est pas le cas pour les modèles non locaux ou les
modèles du second gradient.

Il est important de noter que le milieu de Cosserat est plus adapté aux milieux gra-
nulaires qu’aux milieux cohésifs. En effet ce milieu ne constitue une méthode de régu-
larisation efficace que dans le cas où les rotations des grains sont les plus dominantes
dans la déformation inélastique, dans le cas de la rupture en mode II par exemple. En
modélisant un essai biaxial, Sluys [91] a montré que la solution obtenue avec le milieu
Cosserat semble indépendante du maillage, néanmoins cette solution semble dépen-
dante des lignes de maillage, puisqu’en utilisant un maillage avec des inclinaisons de
lignes différentes, il obtenait des résultats tout à fait différents au niveau des largeurs
de bandes. Ce problème semble provenir du fait que l’essai biaxial ne présente pas que
de la localisation en mode II mais aussi montre de la localisation en mode I.

2.1.3.2 Les modèles locaux du second gradient

L’émergence de la théorie du second gradient remonte aux travaux de Mindlin et Eshel
en 1968 [73] dans le cadre de l’élasticité linéaire. Dans ces travaux, ils introduisent une
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dépendance du potentiel de la densité d’énergie à la déformation ainsi qu’au gradient
de déformation. Ils ont de ce fait proposé trois formes pour l’écriture de cette théorie.
Puis ils ont comparé ces trois formes et ont déduit une relation entre les contraintes et
les conditions aux limites pour ces trois formes.

Plus tard en 1973, Germain [43] ((2.18) et (2.19)) a étudié cette théorie et a donné
une formulation cohérente des milieux du second gradient, il a repris les trois formes
déjà présentées dans les travaux de Mindlin et Eshel [73] mais est ensuite parti d’une
formulation plus générale sans passer par la densité d’énergie de l’élasticité linéaire. Ceci
en utilisant la méthode des puissances virtuelles, il aboutit donc à une interprétation
différente et plus large. Nous utiliserons ⋆ pour les quantités virtuelles.

• u⋆
i représente le déplacement virtuel au niveau macroscopique

• F ⋆
ij est le gradient du déplacement virtuel au niveau macroscopique :

F ⋆
ij =

∂ui
⋆

∂xj

(2.15)

• ε⋆ij est la déformation virtuelle au niveau macroscopique :

ε⋆ij =
1

2
(F ⋆

ij + F ⋆
ji) (2.16)

• v⋆ij est le gradient du déplacement virtuel au niveau microscopique
• h⋆

ijk est le second gradient du déplacement au niveau microscopique

h⋆
ijk =

∂vij
⋆

∂xk

(2.17)

La composante des travaux virtuels extérieurs s’écrit de la manière suivante :

W ⋆e =

∫

Ω

Giu
⋆
idv +

∫

∂Ω

(

tiu
⋆
i + Tijv

⋆
ij

)

ds (2.18)

La composantes des travaux virtuels intérieurs s’écrit de la manière suivante :

W ⋆i =

∫

Ω

(σijε
⋆
ij + τij(v

⋆
ij − F ⋆

ij) + Σijkh
⋆
ijk)dv (2.19)

σij est le champ de contraintes macroscopiques. On désigne par Σijk et Gi respective-
ment les doubles contraintes et les forces volumiques. ti représente les forces classiques
de surface et le terme additionnel Tij les doubles forces.
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Chambon et al. [23] ont constitué une formulation générale de la théorie du second gra-
dient local dans le cadre des petites déformations, toutes les configurations d’équilibre
sont supposées donc infiniment proches. Ces développements ont été appliqués sur un
cas unidimensionnel pour un comportement élasto-plastique.

Dans la théorie du second gradient on fait l’hypothèse que les champs de déformation
macroscopiques Fij et microscopiques vij sont identiques. A l’équilibre nous pouvons
écrire :

∫

Ω

(

σijε
⋆
ij + Σijk

∂2u⋆
i

∂xj∂xk

)

dΩ =

∫

Ω

Giu
⋆
idΩ +

∫

∂Ω

(

tiu
⋆
i + Tij

∂u⋆
i

∂xj

)

ds (2.20)

Les efforts classiques et les doubles efforts ne peuvent être choisis de manière indé-
pendante puisque u⋆

i et ∂u⋆
i

∂xj
ne sont pas indépendants car leurs dérivées tangentielles

ne peuvent varier de manière indépendante le long de la frontière [26]. Il est possible
de réécrire le principe des travaux virtuels en prenant en compte les considérations
suivantes ; on notre par D la dérivée normale d’une quantité q, (Dq = ∂q/∂xknk) et
Dj les dérivées tangentielles (Djq = ∂q/∂xj − ∂q/∂xknknj), le principe des travaux
virtuels peut donc s’écrire en fonction de pi et Pi comme dans l’équation suivante :

∫

Ω

(

σijε
⋆
ij + Σijk

∂2u⋆
i

∂xj∂xk

)

dΩ =

∫

Ω

Giu
⋆
idΩ+

∫

∂Ω

(piu
⋆
i + PiDu⋆

i ) ds (2.21)

En faisant une intégration par parties de l’équation (2.21) on obtient l’équation d’équi-
libre du milieux second gradient :

∂σij

∂xj

− ∂2Σijk

∂xj∂xk

+Gi = 0 (2.22)

En supposant que la frontière est régulière, ce qui veut dire qu’il y a existence et
unicité de la normale pour chaque point de la frontière du domaine étudié, on trouve
les conditions aux limites suivantes :

σini − nknjDΣijk −
DΣijk

Dxk

nj −
DΣijk

Dxj

nk −
Dnl

Dnl

Σijknjnk −
Dnj

Dnk

Σijk = pi (2.23)

et

Σijknjnj = Pi (2.24)

Où pi et Pi sont les forces et les doubles forces de surface

• Modélisation numérique en utilisant les modèles second gradient
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Comme nous l’avons montré auparavant, l’utilisation des milieux second gradient afin
de modéliser la localisation de la déformation permet l’obtention de solutions objectives
vis-à-vis du maillage, à l’aide de l’introduction d’une longueur interne. Cette longueur
interne est introduite à travers un paramètre constitutif dans la loi de comportement
second gradient. Cette méthode a été développée depuis une quinzaine d’années au
laboratoire 3SR de Grenoble et est implémentée dans les codes de calcul Lagamine et
le code Aster..

Pour citer un exemple El Hassan, Caillerie et Chambon [22] ont étudié la localisation
de la déformation dans une barre unidimensionnelle en traction. Dans cette étude, ils
considèrent une loi de comportement bilinéaire adoucissante pour la partie premier
gradient et une loi élastique linéaire pour la partie second gradient. Ils arrivent ainsi en
faisant des développements analytiques à trouver plusieurs solutions, ils les comparent
ensuite à des solutions numériques et obtiennent ainsi l’influence des conditions aux
limites second gradient sur la solution du problème aux limites.

Dans leurs travaux en 2002, Matsushima et al. [65] continuent le travail de El Hassan
en modélisant un problème en déformation plane en utilisant le modèle second gradient
local. Ils ont ainsi pu vérifier l’influence du paramètre second gradient sur les largeurs
de bandes ainsi que sur la réponse post-pic mécanique.

Bésuelle et al. [16] montrent à travers l’étude de non unicité des solutions obtenues
pour un essai biaxial sur un matériau quasi-brutal que le second gradient ne permet
pas de restaurer l’unicité des solutions. Il est de plus possible de retrouver certaines
observations faites sur des essais expérimentaux telles que la relation entre le nombre
de bandes et la contrainte résiduelle. Sieffert et al. dans [90] propose la modélisation
du problème de cylindre creux et montre la non unicité de la solution, ceci en utilisant
différents paramètres numériques, tels que la discrétisation temporelle et spatiale. Un
peu plus tard Caillerie et al. [19] propose une solution analytique du problème du
cylindre creux pour un milieu second gradient.

Afin de décrire le comportement du béton, Kotronis et al. [57] considère le milieu second
gradient en utilisant le modèle d’endommagement de Mazart [66].

Une version simplifiée des milieux second gradient a été proposée par Fernandes et al.
[42], le modèle ainsi obtenu grâce a ses travaux est un modèle dit de second gradient
de dilatation. Il permet de réduire le nombre de degrés de liberté ajouté dans la discré-
tisation éléments finis. L’objectif étant de réduire les temps de calculs afin de rendre
les études à portée industrielle acceptable.
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2.2 Analyse inverse

Expliquer l’analyse inverse consiste à expliquer ce qu’est un problème inverse. D’un
point de vue "physique" ou "expérimental", on qualifiera de problème inverse [13]
toute situation où on souhaite évaluer une certaine grandeur physique q inaccessible
à l’expérience à partir de la mesure d’une autre grandeur c directement accessible à
l’expérience. A partir de là, on peut donc distinguer deux problèmes ; les problèmes
directes et les problèmes inverses. Dans les problèmes directes, la structure mécanique
analysée dépend habituellement des paramètres notés q (géométrie, caractéristique des
matériaux constitutifs, liaisons cinématiques ...) Le problème directe consiste donc à
calculer une réponse à partir des données des sollicitations (conditions aux limites) X
et des paramètres q. Dans la plus part des cas, le problème directe est bien posé, ce qui
signifie la réalisation de trois conditions (problème bien posé au sens d’Hadamard) :
• Existence d’une solution
• Unicité de la solution
• Stabilité de la réponse par rapport aux petites perturbations

Figure 2.2 – Représentation d’un problème directe

Dans le cas des problèmes inverses, on est en général dans une situation où l’on ignore
au moins certaines informations du système telles que, la géométrie ou les conditions
aux limites, etc. En compensation il faut disposer en plus des entrées, d’informations
éventuellement partielles, sur la sortie d afin de reconstruire au mieux l’information
manquante. Le terme inverse rappelle qu’on utilise l’information concernant le modèle
physique "à l’envers" connaissant partiellement les sorties on cherche à remonter à
certaines caractéristiques, habituellement interne et échappant à la mesure directe.

Figure 2.3 – Représentation d’un problème inverse

L’analyse de nombreux problèmes de types inverses met en évidence leur caractère
mal posé, au sens où au moins une des trois conditions énumérées plus haut n’est pas
vérifiée [13].
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2.2.1 Principe de résolution

Le but est d’identifier les données q d’un modèle à partir des mesures d pour des
sollicitations X données (figure 2.3). En général le problème direct est résolu sous la
forme L(u(q), q) = X où L est un opérateur aux dérivées partielles et u(q) la solution
du problème. Le problème inverse s’inscrit alors sous la forme :

trouver q ∈ Qad tel que A(q) = d connaissant d ∈ D (2.25)

Notons que l’opérateur A est en général méconnu et non linéaire par rapport à d.
La notion d’analyse inverse a été introduite pour la géophysique et le génie civil par
Tarantola [94] et Parker et Santamarina [79],[89]. Ces derniers décrivent deux types
d’approches pour résoudre les problèmes inverses :
• Il est possible de résoudre un problème inverse analytiquement par des théories ma-

thématiques si les données du problème sont connues avec précision. Il est donc
possible d’obtenir les paramètres du sol en inversant les équations du modèle consti-
tutif. Cette méthode est appelée, analyse inverse par méthode analytique inverse.

• Il devient difficile de trouver une solution analytique du problème inverse si les don-
nées du problème sont incomplètes ou/et incertaines. La solution est sensible aux
données et aux erreurs sur ces données. Santamarina [89] préconise alors une réso-
lution numérique, basée sur des simulations successives par éléments finis à partir
de paramètres mécaniques optimisés par ailleurs. Cette méthode est appelée analyse
inverse par méthode numérique directe.

Pour citer un exemple simple de l’analyse inverse par méthode analytique simple, consi-
dérons le problème de la détermination du module d’Young lors d’un essai de traction
uniaxial, en supposant que le comportement du matériau est élastique linéaire homo-
gène et isotrope. On impose une contrainte σ, l’allongement ∆L correspondant est
mesuré, la loi de Hook permet dans ce cas de déduire le module d’Young E

σ =
∆L

L
E =⇒ E = σ

L

∆L
(2.26)

Dans le cas de l’analyse inverse par méthode numérique directe, l’opérateur A men-
tionné ci-dessus n’est pas linéaire et trouver des solutions analytiques devient impos-
sible, on cherche donc des quasi-solutions du système A(q) = d en un certain sens. Le
problème d’inversion ou d’identification se transforme en un problème de minimisation
d’une fonction, dite fonction de coût ou erreur mesurant la différence entre les mesures
et les prédictions d de A(q) ([9], [13]). Maier et Gioda [63] montrent qu’une résolution
par minimisation directe de la "distance" entre les mesures in situ et des quantités
numériques correspondantes est préférable puisqu’elle évite l’inversion des équations
d’analyse de contrainte.

minq∈Qad
f(q) (2.27)
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f(q) = ‖A(q)− d‖ (2.28)

La forme de la fonction f est variée mais, dans la plus part des cas le choix se porte
sur une fonction de type moindres carrés. En règle générale, rien n’assure la convexité
de la fonction f par rapport aux paramètres q de la fonction choisie. La forme plus
ou moins régulière de la fonction f est en partie à relier à l’unicité de la solution du
problème inverse.

2.2.2 Technique de minimisation

Le problème d’identification se ramène donc à un problème de minimisation d’une fonc-
tion non linéaire. Les méthodes d’optimisation peuvent être divisées en deux grandes
catégories : les méthodes avec ou sans utilisation de gradient de la fonction coût f .

Les algorithmes sans gradient tels que les méthodes génétiques permettent de mini-
miser des fonctions coût dont la forme peut être très complexe [51]. Ces méthodes ne
permettent pas seulement d’avoir un minimum local mais aussi un minimum global de
la fonction f dans l’espace des Qad. Néanmoins ce type d’algorithme demandent un
très grand nombre d’évaluations de la fonction coût. Les temps de calculs deviennent
très volumineux si f est issue de calculs numériques.

Les algorithmes basés sur le calcul de gradient sont souvent utilisés en pratique, puis-
qu’ils permettent d’accélérer la convergence. Ces algorithmes présentent en revanche
le risque de ne fournir qu’un minimum local selon le choix initial des paramètres. Une
présentation des différentes méthodes d’optimisation avec gradient peut être trouvée
dans les ouvrages de Gill et al. [44] et Bonnans et al. [12]

Remarquons que pour bien poser un problème d’optimisation il est important d’ana-
lyser le problème et d’effectuer un certain nombre de choix :

• Choix des variables du problème
Avant d’entamer l’analyse inverse il est essentiel de connaître les paramètres intéres-
sants à optimiser .

• Choix de l’espace de recherche
Après sélection des paramètres il faut définir le domaine de variation de ses pa-
ramètres, on détermine ainsi l’espace de recherche. Il est facile de remplir cette
condition, puisque l’intervalle de définition des variables est généralement limité par
l’intervalle des valeurs admissibles.

• Choix de la fonction coût
Comme présenté ci-dessus il est important de définir une fonction coût qui permet de
rendre compte de la pertinence des solutions obtenues. La qualité de cette solution
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est directement liée au choix de cette fonction. Ce point délicat est peu abordé dans
la littérature et fait l’objet de développements actuels en optimisation.

• Choix de la méthode d’optimisation
Le choix de cette méthode dépend essentiellement du problème à traiter. Il est
conseillé d’utiliser les méthodes déterministes et énumératives s’il est possible d’éva-
luer la fonction coût très rapidement ou si la forme de cette fonction est connue. Les
cas les plus complexes seront traités par des méthodes non déterministes.

�

Figure 2.4 – Exemple de fonction d’erreur

Nous présentons dans ce qui suit les grandes familles d’algorithme d’optimisation.

2.2.2.1 Les méthodes stochastiques

Dans ces méthodes, l’approche de l’optimum est obtenu par un processus stochastique.
Ces méthodes prennent en compte les incertitudes sur les données mesurées ou sur la
variation des propriétés mécaniques. Elles permettent d’obtenir des informations sur
l’exactitude des paramètres identifiés ou sur la pertinence de l’information a priori.
Citons parmi ces méthodes, les méthodes de Monte Carlo ([74], [88]), elles consistent
à choisir à chaque itération un jeu de valeurs au hasard de l’espace de recherche. La
fonction erreur est évaluée pour ces valeurs et comparée à la valeur précédente. Si elle
est meilleure elle est conservée, sinon on maintient les valeurs des paramètres précé-
dents, ce processus se poursuit jusqu’à ce qu’une solution satisfaisante soit obtenue.
Ces méthodes sont très couteuses étant donné leur champ de recherche aléatoire, elles
ne peuvent donc être utilisées que si l’on dispose d’une puissance de calcul importante.

Les algorithmes génétiques dérivent des méthodes de Monte Carlo sauf que l’évolution
de l’algorithme est moins aléatoire. Ces algorithmes exploitent efficacement l’informa-
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tion obtenue précédemment pour prédire la position des prochains points à explorer. A
chaque génération un ensemble d’individus est créé en utilisant une partie des meilleurs
éléments de la génération précédente [45], [62]. Il est essentiel de porter une attention
particulière au choix d’individus, un nombre petit conduira à une convergence préma-
turée vers un minimum et un nombre grand induira des temps de calculs conséquents.

Les méthodes stochastiques travaillent directement à partir d’un échantillon de para-
mètres de données, que ces données soient bruitées ou pas elles convergent vers un
optimum, ce faisant, elles n’utilisent que la valeur de la fonction erreur, tandis que
les méthodes de gradient comme nous le verrons plus tard nécessitent que la fonction
erreur soit continue et dérivable.

2.2.2.2 Les méthodes énumératives

Un algorithme énumératif permet dans un espace de recherche d’évaluer la fonction
à optimiser en chaque point de l’espace de solution. Une comparaison est faite sur
l’ensemble des combinaisons possibles. La solution optimale est celle pour laquelle la
fonction erreur est la plus faible. L’avantage évident de ces méthodes et qu’elles at-
teignent l’optimum global et n’utilisent que le calcul de la fonction erreur. Leur incon-
vénient majeure est qu’elles nécessitent un nombre souvent très important de calcul
de la fonction coût, surtout si la dimension du domaine de recherche ou de faisabilité
est importante. Pour palier à cet inconvénient majeur, les méthodes énumératives sont
souvent couplées avec d’autres méthodes d’optimisation. Par exemple, une optimisa-
tion continue est d’abord effectuée pour dégrossir le problème, puis la solution continue
trouvée est affinée parmi les variables discrètes existantes au voisinage de la solution
continue.

2.2.2.3 Les méthodes déterministes

Ces méthodes permettent d’avoir une estimation de la solution optimale en utilisant
au mieux l’information, a priori connue sur l’espace de recherche. Elles correspondent
principalement aux méthodes de gradient qui n’utilisent aucun concept statistique mais
nécessitent une hypothèse sur la fonction à optimiser. La fonction à optimiser doit être
continue et dérivable en tout point de l’espace de recherche. La performance de telle
méthodes repose essentiellement sur l’estimation précise du gradient de la fonction f ,
c’est le point le plus délicat de la mise en œuvre de la résolution.

Plusieurs techniques permettent de calculer le gradient de la fonction f . Dans le cadre
de cette thèse, nous avons utilisé la méthode de différence finie dont nous rappelons le
principe [59] ci-dessous :
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Dans le cas d’un problème linéaire directe le problème s’écrit :

K(q)u(q) = F (2.29)

Où K représente par exemple la matrice de rigidité d’un calcul élastique par élément
finis. L’objectif est de minimiser la fonction f(u(q), q) par un algorithme avec gradient.
u est la solution du problème linéaire directe. Le gradient de la fonction f s’écrit :

▽qif(u(q), q) =
∂f

∂u

∂u

∂qi
+

∂f

∂qi
(2.30)

∂u
∂qi

correspond à la variation du champ de la solution u selon le paramètre qi. Cette
quantité est également appelée sensibilité selon qi et sera notée dans ce qui suit δqiu.

Différences finies
Cette méthode est simple à implémenter, il suffit d’obtenir la sensibilité en résolvant
une seconde fois le problème directe avec le paramètre qi +∆qi, la sensibilité s’écrit :

du

dqi
= δqiu =

u(qi +∆qi)− u(qi)

∆qi

(2.31)

Nous avons besoin de résoudre deux fois le problème directe afin d’avoir une estimation
de la sensibilité. Pour p paramètres, p+1 problèmes directes doivent être résolus pour
obtenir le gradient de la fonction. Cette méthode devient très couteuse en terme de
calculs si le problème directe est non linéaire ou s’il y a un grand nombre de para-
mètres. Il est important d’apporter une attention particulière au pas, celui-ci dépend
généralement du paramètre qi. Le schéma risque de devenir vite instable.

Pour minimiser la fonction erreur en utilisant les méthodes de gradient, il est nécessaire
de calculer le Hessien qui fait intervenir la dérivée seconde de f. Pour cela, différents al-
gorithmes peuvent être utilisés. Nous pouvons citer parmi ces algorithmes, la méthode
de plus grande pente [77], la méthode Newton-Raphson et de Quasi-Newton, l’algo-
rithme de Levenberg-Marquardt [86]... Cette dernière est efficace et robuste, Lecampion
et al. [60] l’ont utilisé pour estimer les paramètres d’un modèle de sol viscoplastique à
partir de la convergence d’un tunnel circulaire dans une roche à grande profondeur.

Les méthodes d’analyses inverses de manière générale n’assurent pas l’existence et
l’unicité de la solution. Les erreurs de mesure ainsi que les hypothèses faites sur la loi
mécanique utilisée pour le modèle, font que l’analyse inverse ne permet pas de garantir
l’unicité et l’existence de la solution. Il n’est de ce fait pas possible de savoir à l’avance si
le modèle permettra de reproduire les données ou pas. Il est donc nécessaire de prendre
en compte les erreurs liées à la modélisation ainsi que les incertitudes de mesure afin
de garantir la solution du problème.
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2.3 Loi constitutive macroscopique

Nous présentons dans cette section la loi constitutive premier gradient qui a été utilisée
pour décrire le comportement du grès. La loi Plasol qui a été choisie [4] est une loi élasto-
plastique de type Drucker-Prager avec deux mécanismes d’écrouissage possibles, le
durcissement ou/et l’adoucissement. Le choix de cette loi est justifiée par le fait qu’elle
offre une possibilité de contrôle des caractéristiques (non associativité, écrouissage),
avec un nombre de paramètres relativement réduit.

La loi de comportement Plasol est implémentée dans le code Lagamine de Liège dans
un cadre de formulation en grande déformation (formulation Lagrangienne actualisée).
Nous rappelons que les dérivées de Jaumann sont utilisées afin d’avoir des dérivations
objectives (vis-à-vis des rotations solides). Dans ce qui suit, les contraintes de com-
pression sont considérées négatives et les contraintes de traction positives. La partie
élastique de la loi s’écrit :

C
e
ijkl

= 2Gδikδjl + (K − 2

3
G)δijδkl (2.32)

Où K le module d’incompresibilité et G le module de cisaillement sont reliés au module
d’Young et le coefficient de Poisson par :

K =
E

3(1− 2ν)
, G =

E

2(1 + ν)
(2.33)

La limite entre la partie élastique et la partie plastique est définie par une surface
d’écoulement qui représente un cône à section circulaire dans l’espace des contraintes
principales. Cette surface est décrite à l’aide de la fonction f (2.34)

Figure 2.5 – Critère de Drucker-Prager dans l’espace des contraintes principales
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f = IIσ̂ +mIσ − k = IIσ̂ +m

(

Iσ −
3c

tanϕC

)

(2.34)

Où m et k sont définis par











m = 2 sinϕc√
3(3−sinϕc

k = 6c cosϕc√
3(3−sinϕc

(2.35)

ϕc est l’angle de frottement (en compression triaxiale) et c la cohésion. Iσ est le pre-
mier invariant de contrainte, et IIσ̂ représente le deuxième invariant de la contrainte
déviatorique.

Iσ = σii (2.36)

IIσ̂ =

√

1

2
σ̂ij σ̂ij (2.37)

σ̂ij = σij −
Iσ
3
δij (2.38)

La loi de comportement est non associée et l’angle de dilatance Ψ est introduit à partir
du potentiel plastique g, défini par :

g = IIσ̂ + Iσm
′ (2.39)

avec m′ = 2 sinΨ√
3(3−sinΨ

.

L’écoulement plastique s’écrit donc :

ε̇pij = γ̇
∂g

∂σij

(2.40)

Où l’incrément de la déformation plastique ε̇pij s’écrit sous la forme :

ε̇pij = λ̇(m′δij +
σ̂ij

2IIσ̂
) (2.41)

Notons que si m = m′ alors l’écoulement plastique est définit comme associé, dans le
cas contraire la plasticité est non associée. La dilatance peut être définie constante ou
variable selon la loi de Taylor, qui relie l’angle de dilatance Ψ à l’angle de frottement
ϕc.

ϕc −Ψ = constante (2.42)

Il est possible d’avoir deux mécanismes d’écrouissage avec la loi Plasol, du durcissement
sur l’angle de frottement et/ou de l’adoucissement sur la cohésion. Ces deux processus
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sont indépendants et peuvent être utilisés simultanément ou indépendamment. La co-
hésion et le frottement varient de manière hyperbolique en fonction de la déformation
plastique équivalente de Von Mises de la manière suivante :

ϕc = ϕci +
(ϕcf − ϕci)ε

p
eq

βϕc
+ εpeq

(2.43)

c = c0 +
(cf − c0)ε

p
eq

βc + εpeq
(2.44)

ε̇peq =

√

2

3
˙̂εpeq ˙̂ε

p
eq , εpeq =

∫ t

0

ε̇peqdt (2.45)
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Figure 2.6 – Exemple de la variation de la cohésion et du frottement en fonction de la
déformation plastique équivalente

Les paramètres βc et βϕ permettent de contrôler la vitesse d’évolution de la cohésion
et du frottement. Quand la déformation plastique équivalente est égale à βc ou βϕ cela
veut dire respectivement que la cohésion ou le frottement est égal à la moyenne entre
sa valeur initiale et sa valeur finale. Il est possible de montrer qu’il existe une relation
entre l’angle de frottement en compression ϕc et l’angle de frottement en extension ϕe,
Barnichon [4] et Desrues [35]. Cette relation s’écrit :

sinϕe =
3 sinϕc

3− 2 sinϕc

(2.46)

L’expression (2.46) montre que si sinϕe = 1, la valeur limite de l’angle de frottement en
compression est de 36.8°, cette limitation est valable à la fois pour des milieux purement
frottants et pour des milieux cohésifs.
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2.4 Loi constitutive second gradient

Nous présentons ci-dessous la loi second gradient qui est utilisée. C’est une loi élastique
linéaire isotrope qui peut s’écrire sous la forme [73] :

W = a1
∂vij
∂xi

∂vkj
∂xk

+ a2
∂vij
∂xj

∂vki
∂xk

+ a3
∂vij
∂xj

∂vik
∂xk

+ a4
∂vij
∂xk

∂vij
∂xk

+ a5
∂vij
∂xk

∂vji
∂xk

(2.47)

Nous considérons pour les doubles contraintes Σijk la dérivée de Jaumann afin d’obtenir
une dérivée objective. Cette dérivée s’écrit :

▽
Σijk = Σ̇ijk + ΣljkRli + ΣimkRmj + ΣijpRpk (2.48)

On peut donc écrire :
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(2.49)

Les termes que l’on retrouve dans l’expression ci-dessus peuvent s’écrire en fonction de
ceux qu’on retrouve dans l’équation (2.49) :

a12345 = 2
(

a1 + a2 + a3 + a4 + a5
)

a23 = a2 + 2a3

a12 = a1 + a2/2

a145 = a1/2 + a4 + a5/2

a23 = a2/2 + a5

a34 = 2
(

a3 + a4
)

(2.50)
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Pour obtenir (2.49), une hypothèse est faite sur les termes (2.50), un seul terme n’est
pas nul.
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(2.51)
Il est possible à partir d’une analyse dimensionnelle simple de montrer qu’une longueur
interne a été introduite au problème, ceci a été démontré analytiquement par Chambon
et al. [22] pour un problème mono-dimensionnel.

Analyse numérique du modèle second gradient

Afin de procéder à une implémentation d’une loi second gradient dans un code éléments
finis, il est nécessaire d’appliquer le principe des travaux virtuels, équation (2.21). Pour
cela, il faut utiliser des éléments de type C1. Afin d’éviter cette contrainte, il est possible
d’introduire une formulation affaiblie de l’équation (2.21) en utilisant les multiplicateurs
de Lagrange λij , ce qui conduit aux deux équations suivantes :















∫

Ω

[

σij
∂u⋆

i

∂xj
− λij

(

∂u⋆
i

∂xj
− v⋆ij

)

+ Σijk
∂v⋆ij
∂xk

]

dv =
∫

Ω
giu

⋆
idv +

∫

∂Ω
(piu

⋆
i + PiDu⋆

i ) ds

∫

Ω
λ⋆
ij

(

∂ui

∂xj
− vij

)

dv = 0

(2.52)

Une description complète du traitement numérique est présentée dans [26]. Le problème
est discrétisé en temps et pour chaque pas de temps un algorithme de Newton-Raphson
est appliqué. L’élément finis second gradient est composé de 8 noeuds pour le champ
de déplacement ui, de 4 noeuds pour le gradient de déplacement, et un seul noeud pour
le multiplicateur de Lagrange λij. L’élément a été introduit dans le code éléments finis
Lagamine, développée à l’université de Liège en Belgique [27]
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Figure 2.7 – Les variables nodales utilisées dans l’élément fini second gradient

Afin de clore cette section consacrée aux modèles second gradients locaux, nous rap-
pelons les deux principaux avantages liés à l’utilisation de ces modèles.

• Les modèles second gradient que nous avons présentés étant locaux, à la différence des
modèles second gradient non locaux où le gradient est défini à partir du point matériel
et du voisinage de ce point, ils permettent de pouvoir associer n’importe quelle loi
premier gradient à la loi second gradient. Cette théorie peut donc être adaptée à
divers modèles, comme les modèles élasto-plastique, les modèles d’endommagement
ou les modèles hypoplastiques.

• D’un point de vue numérique, les algorithmes d’intégration utilisés habituellement
pour les modèles classiques peuvent être aussi utilisés pour les modèles second gra-
dient. L’intégration de la loi reste locale par exemple.

Il est important de garder à l’esprit que cette théorie présente un inconvénient au niveau
numérique, qui consiste en l’introduction de nouvelles inconnues, ce qui implique des
degrés de liberté en plus et un temps de calcul accru. De nos jours il est de plus en plus
facile de surmonter cette difficulté étant données les avancées en matière de moyens de
calculs.
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2.5 Résultats expérimentaux

La localisation de la déformation est souvent observée dans les géomatériaux. Les me-
sures du champ de déformation dans le temps sont particulièrement intéressantes pour
étudier la localisation de la déformation (initiation des bandes de localisation) et le
régime post-localisé. Certains outils ont été développés pour les sols (par exemple,
l’échantillon de sable en condition de déformation plane [37] ou condition triaxiale en
utilisant la tomographie à rayon X [93]). Ces développements restent difficiles dans le
cas des roches, ceci est dû principalement aux fortes contraintes de confinement qu’il
est nécessaire d’utiliser afin de pouvoir reproduire les conditions in-situ.

Nous présenterons dans ce qui suit quelques résultats obtenus dans le nouvel appa-
reil triaxial vrai, qui permet la visualisation de l’échantillon au cours du chargement.
D’autres appareils triaxiaux vrais existent mais ils ne permettent pas d’observer l’échan-
tillon au cours du chargement, cette observation ne peut être faite qu’à la fin de l’essai,
([47]). De plus, dans ce nouvel appareil, la rupture en surface peut se développer et
se propager sans restriction. Ceci est possible en déformation plane ou pour un essai
triaxial. La condition de déformation plane est obtenue en contrôlant indépendam-
ment la contrainte intermédiaire. La visualisation de l’échantillon est possible grâce
à un hublot au contact d’une des faces de l’échantillon prismatique qui est ortho-
gonale à la direction de déformation plane. Étant donné la condition de déformation
plane, la déformation de cette surface est a priori représentative de la déformation dans
tout l’échantillon, avant et après localisation. Il est donc possible d’obtenir l’évolution
de la déformation dans l’échantillon à l’aide des techniques de corrélation d’images
(DIC). Avant de procéder à la description de la cellule, nous présentons l’enveloppe de
contrainte pour le grès de Vosges obtenue par Pierre Bésuelle durant ses travaux de
thèse [14]
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Figure 2.8 – Enveloppe des pics de contraintes du grès de Vosges
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2.5.1 Description de la cellule de l’appareil triaxial vrai

L’appareil triaxial vrai a été développé au laboratoire 3SR de Grenoble, dans le but
de caractériser l’initiation de la localisation et le régime post-localisé dans les roches.
Il est possible à l’aide de cet appareil d’appliquer 3 contraintes indépendantes dans les
trois directions de l’espace, tout en observant l’échantillon au cours du chargement.
Les surfaces perpendiculaires aux contraintes majeure et intermédiaire sont en contact
avec des plateaux rigides qui sont mus par deux pistons, tandis que les deux surfaces
perpendiculaires à la contrainte mineure sont libres de se déformer puisque la contrainte
est appliquée à partir d’un fluide de confinement via une membrane souple.

Comme les bandes de localisation et les fissures sont en général parallèles à la contrainte
intermédiaire (du moins si les axes d’anisotropie du matériau sont alignés avec les
directions de contraintes principales), l’échantillon à la liberté de se déformer et de
se rompre sans contrainte cinématique imposée sur les faces latérales de l’échantillon.
De plus une des deux surfaces perpendiculaires à la contrainte intermédiaire est en
contact avec un hublot qui permet d’observer l’échantillon au cours du chargement. Les
deux pistons peuvent être contrôlés en contraintes ou en déplacement. Il est possible
de contrôler la contrainte intermédiaire afin d’avoir une déformation nulle dans cette
direction, ce qui permet de satisfaire les conditions de déformation plane. Dans ce cas
précis, les analyses théoriques en bifurcation montrent que la déformation de la surface
en contact avec le hublot est représentative de la déformation dans tout l’échantillon. Il
est vérifié en tomographie à rayons X post-mortem que les fissures sont bien parallèles
à la direction de contrainte intermédiaire.

Figure 2.9 – Schéma de principe l’appareil triaxial vrai du laboratoire 3SR
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Un schéma simplifié de l’appareil est représenté en figure 2.9. Le piston hydraulique
axial (1) permet d’appliquer un chargement axial sur l’échantillon (2). Le piston axial
se déplace à l’intérieur d’un cadre axial flottant (3), si le piston descend, le cadre et
l’embase de chargement se déplace vers le haut du même ordre de grandeur. De cette
manière, si l’échantillon se déforme de façon homogène le centre de l’échantillon ne
bouge pas ou peu. Le piston horizontal (4) permet d’appliquer la contrainte intermé-
diaire. Celle-ci est compensée par rapport à la pression de confinement à l’intérieur de
la chambre de confinement (5). Le piston peut être contrôlé en déplacement à l’aide
du capteur de déplacement interne (6). La contrainte mineure est imposée grâce au
fluide de confinement sur les deux surfaces latérales de l’échantillon. Ce dernier est
séparé du fluide à l’aide d’une membrane en silicone. Cette membrane couvre à la fois
l’échantillon et les 4 embases de chargement. De cette sorte, il y a un contact direct
entre l’échantillon et le hublot.

La surface visible de l’échantillon est éclairée à travers le hublot en saphir avec une lu-
mière provenant de LED, et transmise sur la surface de l’échantillon par l’intermédiaire
de fibres optiques ; ce qui donne une lumière homogène et de qualité pour la prise de
photographies. Les photographies sont prises avec un appareil haute définition (résolu-
tion 6080 x 4044 pixels). La corrélation d’images est réalisée à partir des photographies
afin de déduire le champ de déformation incrémentale au cours du chargement. Pour
en savoir plus sur les méthodes de corrélation d’image, le lecteur peut se référer à [48]

Figure 2.10 – Évolution de la contrainte axiale en fonction du raccourcissement axial nor-
malisé. Nous retrouvons à gauche la courbe globale et à droite un zoom
atour du pic de contrainte. Les numéros correspondent aux prises de photos.
Les oscillations sur la courbe de droite proviennent d’une imperfection de
la régulation du piston axial dû au générateur de pression (paramètre de
réactivité)

La capacité de la cellule en pression de confinement est de 100 MPa, le piston axial
peut appliquer une force de 500 kN et le piston horizontal une force de 700 kN, ce qui
correspond à une contrainte différentielle par rapport à la contrainte de confinement
de 670 MPa et 530 MPa, respectivement, pour un échantillon de dimension L×H ×P
de 25× 50× 30 mm.
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2.5.1.1 Résultats

Il est possible d’extraire plusieurs données des essais menés sur l’appareil triaxial vrai,
nous montrerons ici que les résultats obtenues sur des essais biaxiaux menés par Pierre
Bésuelle et Patrizia Lanatà [58], dans le cadre de la thèse qui porte sur la caractérisation
de la localisation de la déformation dans des roches poreuses en conditions triaxiales
vraies. Sont présentées ci-dessous les données utilisées dans le cadre de cette thèse.

• Courbe de chargement

Il est possible d’obtenir la variation de la contrainte axiale en fonction de la déforma-
tion axiale. La mesure du raccourcissement axial a été corrigée deux fois, une première
correction a été apportée grâce à la détermination de la rigidité de la cellule de l’appa-
reil, puis la deuxième correction est effectuée à partir du champ de déplacement déduit
de la corrélation d’images (de manière à avoir coïncidence entre les deux mesures et de
corriger les artefacts inhérents aux mesures de déplacement externes).
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Figure 2.11 – Courbes de chargement de trois essais biaxiaux réalisés avec un confinement
de 20 MPa sur un grès de Vosges
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Figure 2.12 – Courbes de chargement de trois essais biaxiaux réalisés avec un confinement
de 30 MPa sur un grès de Vosges

Figure 2.13 – pics de contraintes dans le diagramme I1-I2

• Courbe de déformation volumique

Nous retrouvons ci-dessous l’évolution de la déformation volumique globale de l’échan-
tillon en fonction de la déformation axiale. La déformation volumique globale a été
obtenue à partir du champ cinématique mesuré par corrélation d’images.
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Figure 2.14 – Courbes de déformation volumique pour trois essais biaxiaux réalisés avec
un confinement de 20 MPa
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Figure 2.15 – Courbes de déformation volumique pour trois essais biaxiaux réalisés avec
un confinement de 30 MPa

• Caractérisation de la bande

L’analyse par corrélation d’images permet d’avoir une caractérisation fine de la largeur
de la bande, il est de ce fait possible de déduire la largeur de la bande et son orientation
à partir l’état de déformation dans l’échantillon. Les photographies utilisées pour la
corrélation d’images ont une taille de pixel qui représente de 9 µm et la fenêtre de
corrélation est constituée de 20 pixels. La largeur de bande minimale qu’il est possible
de mesurer avec cette résolution est de l’ordre de 0.18 mm.
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Figure 2.16 – Second invariant de la déformation pour un essai biaxial avec un confinement
de 20 MPa

• Chemin de contraintes dans le plan déviatorique

Il est possible de déduire le chemin de contrainte dans le plan déviatorique (plan or-
thogonal à la trisectrice dans le plan des contraintes principales) pour tous les essais.
Ce chemin suivi est typique de l’essai biaixial comme on peut le voir sur la figure ci-
dessous ; avec une évolution (jusqu’au pic de contrainte axiale) intermédiaire entre le
chemin de compression axisymétrique et d’extension axisymétrique.

Figure 2.17 – Chemin de contraintes pour un essai biaxial avec un confinement de 30 MPa
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Étant donnée la dispersion des données expérimentales nous avons choisis d’utiliser
pour la procédure d’identification, les essais 4 et 6 respectivement à 30 et 20 MPa.

Nous remarquons en comparant les orientations de bandes mesurées expérimentale-
ment que dans la plus part des essais, on observe une seule bande au niveau du pic.
Si cette bande persiste au cours de l’essai, elle garde la même orientation. Cependant
si d’autres bandes apparaissent, l’orientation change légèrement, ce qui peut être ex-
pliqué par le fait que le champ de contrainte est perturbé. Pour la comparaison entre
les résultats numériques et expérimentaux nous prendrons en compte uniquement les
orientations de bandes au pic de contraintes. Tout d’abord parce que le pic correspond
approximativement au début de l’apparition de la bande et secundo car la localisation
au niveau numérique survient dans la plus part des cas elle aussi au niveau du pic de
contraintes.

Les largeurs de bandes observées expérimentalement peuvent être mesurées grâce à
l’analyse par corrélation d’images. Ces largeurs varient d’un essai à l’autre mais restent
dans un intervalle de 0.5 mm à 0.75 mm pour le grès.

Sont présentés ci-dessous le nombre de bandes ainsi que leurs orientations au niveau
du pic et du palier pour les essais 4 (figure 2.18) et 6 (figure 2.19).
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Figure 2.18 – Bandes de cisaillement pour l’essai 4 avec un confinement de 30 MPa
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Figure 2.19 – Bandes de cisaillement pour l’essai 6 avec un confinement de 20 MPa

2.6 Conclusion

Nous avons présenté d’une manière générale à travers ce chapitre tous les éléments es-
sentiels pour commencer une procédure d’identification. Rappelons qu’il est nécessaire
d’utiliser des méthodes de régularisation afin de modéliser objectivement la localisa-
tion de la déformation dans les géomatériaux. Nous avons présenté dans ce chapitre
uniquement les méthodes de régularisation par approches continues avec un focus sur
les méthodes de second gradient local. En effet, c’est cette méthode qui sera utilisée
dans le cadre de la thèse. Le principal avantage de cette méthode consiste au fait
qu’il est possible d’utiliser n’importe quelle loi premier gradient (loi de comportement
classique) sans apporter de modification à la loi second gradient. Pour la loi premier
gradient, nous avons choisi la loi Plasol qui est adaptée pour le grès pour des pressions
de confinements qui restent inférieures à 40 MPa.

Nous avons montré qu’il existe plusieurs méthodes d’identification et donc plusieurs
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méthodes d’analyse inverse, le choix de ces méthodes repose essentiellement sur la
nature des données expérimentales et le lien qui existe entre les paramètres de la loi de
comportement utilisée. Aucune méthode inverse itérative n’a été utilisé dans le cadre de
cette thèse, cependant nous avons utilisé pour l’optimisation des résultats numériques
une méthode de gradient en calculant le gradient avec la méthode des différences finies.
Une fois que nous avons déterminé la méthode de régularisation ainsi que la méthode
d’optimisation, il ne reste plus qu’à définir les données expérimentales essentielles pour
procéder à l’identification. Nous nous sommes donc fixé quelques observables parmi
tous ceux qu’on peut obtenir des essais expérimentaux. Ces observables sont :
• contrainte au pic
• déformation au pic
• valeur du palier de contrainte dans le régime résiduel
• déformation volumique
• largeur de bande
• orientation de bande
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CHAPITRE 3

Essais homogènes

L’identification des paramètres de la loi de comportement enrichie, que nous utilisons
est décomposée essentiellement en deux parties, pour la raison suivante. En régime
homogène, on peut comparer la réponse constitutive avec les résultats expérimentaux.
Alors qu’une fois que l’homogénéité est perdue, généralement du fait de la localisation
de la déformation, la réponse de l’échantillon devient structurelle, avec des effets de
dépendance : taille de l’échantillon, nombre de bandes dans l’échantillon. Cette par-
tie de l’essai ne peut être comparée qu’avec une modélisation numérique du problème
hétérogène où la localisation est décrite explicitement. C’est du moins le choix qui est
fait dans ce travail de thèse.
La première partie de l’identification , qui est une approche classique, consiste en l’iden-
tification de certains des paramètres dans le régime de déformation homogène. Nous
avons sélectionné les paramètres qui jouent un rôle principalement dans la partie ho-
mogène de l’essai. Nous avons réalisé une étude de sensibilité afin d’étudier l’influence
des paramètres de la loi premier gradient sur la partie homogène de la réponse méca-
nique. Nous présenterons dans un premier temps les résultats des calculs numériques
en condition de compression triaxiale axisymétrique. Cela nous a permis d’étudier la loi
Plasol et de faire de comparaisons avec les essais expérimentaux effectués sur le grès de
Vosges par Pierre Bésuelle durant sa thèse [14]. Une première identification a pu être
faite sur les paramètres de la loi. Puis cette étude a été étendue à chargement de type
compression en déformation plane (essai biaxial) puisque, la deuxième partie de l’iden-
tification est effectuée à partir des résultats expérimentaux issus d’essais biaxiaux. Ces
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calculs ont permis d’améliorer les paramètres initialement calculés à partir des essais
triaxiaux.

3.1 Essais triaxiaux

La modélisation de l’essai triaxial en régime homogène a été réalisée avec un seul élé-
ment fini et l’hypothése d’axisymétrie disponible dans le code Lagamine. Nous avons
choisi un jeu de paramètres qui permet d’approcher de façon générale les courbes re-
présentant la réponse mécanique de l’échantillon. Ces courbes consistent, d’une part,
en la variation de la contrainte déviatorique en fonction du raccourcissement axial nor-
malisé 1, puis d’autre part, en la variation de la déformation volumique de l’échantillon
en fonction du raccourcissement axial normalisé, figure 3.1. Nous effectuons 3 calculs
qui différent uniquement par le niveau de contrainte isotrope initiale imposé, qui est
respectivement de 20 MPa, 30 MPa et 40 MPa pour les calculs 1, 2 et 3. Le même jeu
de paramètres constitutifs a donc été utilisé pour les trois calculs.

Les résultats des essais expérimentaux menés par Pierre Bèsuelle nous ont permis de
déduire à partir des cercles de Mohr des valeurs approximatives du frottement final
et initial ainsi que celles de la cohésion initiale et finale, ceci en traçant les cercles
correspondants au pic et palier de contrainte. Puis, à l’aide de la relation que nous
expliquerons dans ce qui suit, nous avons estimé les valeurs du coefficient de Poisson
ν et de l’angle de dilatance Ψ. Ces paramètres ont été ensuite utilisés dans les calculs
en condition triaxiale axisymétrique.

1. Le raccourcissement axial normalisé est défini comme la variation de hauteur de l’échantillon,
divisée par la hauteur initiale de l’échantillon. Il a la dimension d’une déformation
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Figure 3.1 – Réponse mécanique globale du grès des Vosges en compression axisymétrique
pour plusieurs confinements (20, 30 et 40 MPa)

Le module d’Young E est déduit à partir de la partie initiale quasi-linéaire de la courbe
de chargement. Ce module a été par la suite ajusté en utilisant les résultats de simula-
tions de compression en déformation plane. Nous faisons une estimation du coefficient
de Poisson ν ainsi que l’angle de la dilatance Ψ à partir de la courbe de déformation
volumique. Dans l’équation (3.1), α représente la pente de la courbe de déformation
volumique dans la zone post-pic, voir tableau 3.1.











E = ∆|σy−σx|
∆εy

ν = 1
2
(1− εv

εy
)

tanα = 2 sinΨ
1−sinΨ

(3.1)
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3.1.1 Modélisation et résultats de l’essai triaxial

La figure 3.2 montre les conditions aux limites imposées. Les déplacements verticaux
sont bloqués au niveau des nœuds à la base du cylindre, un déplacement vertical est
imposé en tête d’échantillon de 1 mm, et comme mentionné ci-dessus nous utiliserons
trois confinements 20, 30 et 40 MPa. Ces conditions reproduisent celles imposées ex-
périmentalement. L’élément utilisé dans cette étude est l’élément quadrilatère PXLS,
qui est défini par 8 nœuds et 4 points de Gauss.

�

�

Figure 3.2 – Conditions aux limites pour l’essai triaxial axisymétrique

u2 P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ
5 mm 20-30-40 MPa 12.7 GPa 0.215 35 MPa 27 MPa 2° 17° 0.005 0.0012 24°

Table 3.1 – Paramètres utilisés pour le modèle triaxial axisymétrique

Rappelons ici que l’objectif de ces calculs est uniquement de tester la loi premier
gradient et de savoir s’il est possible de reproduire le comportement global du grès des
Vosges en utilisant cette loi. La figure 3.3 montre qu’il est justifié d’utiliser la loi Plasol,
pour modéliser le comportement du grès. Nous remarquons en effet à travers les courbes
de chargement que les courbes expérimentales et numériques se rapprochent assez bien,
même si l’on constate des différences au niveau du pic et du palier. Nous pensons que
celles-ci sont dues à un choix de paramètres qui n’est pas le plus approprié. Rappelons
que l’objectif de ce paragraphe n’étant pas d’approcher les résultats expérimentaux
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mais uniquement de tester la loi de comportement, en utilisant pour les calculs les
paramètres déduits des essais triaxiaux.
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Figure 3.3 – Comparaison des résultats expérimentaux et des résultats donnés par le mo-
dèle pour le jeu de paramètres du tableau 3.1. Courbe de contrainte déviato-
rique en fonction du raccourcissement axial normalisé

3.2 Essais biaxiaux

Une campagne d’essais a été menée sur le grès de Vosges dans le laboratoire 3SR
par Pierre Bésuelle et Patrizia Lanatà [58]. Les essais ont été conduits dans l’appareil
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triaxial vrai en conditions de compression en déformation plane (essai biaxial). Il per-
met de visualiser l’échantillon en cours de chargement, afin de mesurer le champ de
déformation (à l’aide d’une méthode de corrélation d’images) [17], à tout instant de
l’essai. Pour chaque essai, il est observé un régime initial de déformation homogène,
puis un régime localisé, nous nous intéressons ici uniquement à la partie homogène de
l’essai.

3.2.1 Données expérimentales

Nous avons utilisé pour cette partie deux essais à 20 et 30 MPa de confinement, nous
disposons à la fois de la courbe de déformation volumique ainsi que de la courbe de
chargement figures 3.4 et 3.5.

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
0

20

40

60

80

100

120

Essai biaxial

Raccourcissement axial normalisé [−]

σ
1
 −

σ
3
 [

M
P

a
]

confinement de 20 MPa

confinement de 30 MPa

Figure 3.4 – Courbes de chargement pour deux essais biaxiaux avec un confinement de 20
et 30 MPa, respectivement
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Figure 3.5 – Déformation volumique pour deux essais biaxiaux avec un confinement de 20
et 30 MPa, respectivement

3.2.2 Calculs numériques

La première étape d’identification concerne le régime de déformation homogène. Nous
effectuons ici une étude de sensibilité sur les paramètres de la loi Plasol afin d’évaluer
l’influence de chaque paramètre sur la réponse du modèle, et de pouvoir ainsi optimiser
certains paramètres qui jouent un rôle essentiellement en régime homogène.
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Figure 3.6 – Conditions aux limites de l’essai biaxial avec une pression de confinement p
et un déplacement u2 imposé en tête de l’échantillon

Nous modélisons un essai biaxial de compression en déformation plane, à déplacement
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axial et contrainte latérale imposée (figure 3.6). Les conditions aux limites ci-dessus
reproduisent les conditions appliquées expérimentalement. L’échantillon numérique est
de 50 mm de haut et de 25 mm de large.

3.2.2.1 Étude de sensibilité du modèle

Afin de procéder à l’étude de sensibilité, nous avons commencé par choisir un jeu de
paramètres de référence. Les paramètres utilisés pour les essais biaxiaux ont été légè-
rement modifiés afin d’améliorer la comparaison avec les essais biaxiaux (tableau 3.2).
Nous sommes partis des paramètres des calculs triaxiaux, puis nous les avons ajusté
afin qu’ils correspondent mieux aux résultats des essais biaxiaux. La procédure utilisée
pour l’étude de sensibilité est la suivante : à partir des paramètres de référence repré-
sentés au tableau 3.2. Nous effectuons isolement pour chaque paramètre un ensemble de
5 calculs, dont deux avec des valeurs du paramètre inférieures à la valeur de référence
et deux autres avec des valeur supérieures. Nous modifions uniquement le paramètre
en question et nous gardons le reste des paramètres inchangés, ainsi nous observons
directement l’influence de la modification du paramètre sur la réponse mécanique.

u2 P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ
1 mm 20-30 MPa 12.2 GPa 0.215 32.5 MPa 12 MPa 4° 21° 0.005 0.001 24°

Table 3.2 – Paramètres de référence de l’étude de sensibilité représentés par la en courbe
bleu sur les figures

• Étude de sensibilité pour un confinement de 20 MPa

Nous avons choisis d’effectuer notre étude de sensibilité sur 5 des paramètres de la loi
Plasol, nous avons exclu de cette étude le coefficient de Poisson ainsi que le module
d’Young, car ils ont été déduits dès le début à partir des triaxiaux axysimétriques.
La cohésion initiale et le frottement initial ont été modifiés afin de mieux approcher
les résultats expérimentaux, mais sont restés proches des valeurs initialement utilisés.
L’étude de sensibilité concerne donc les paramètres suivants : frottement final ϕf ,
cohésion finale cf , les coefficients βc et βϕ et l’angle de dilatance Ψ. Pour tous ces
calculs, le confinement est imposé à 20 MPa, puis à 30 MPa.
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Figure 3.7 – Étude de sensibilité sur le paramètre βc

La figure 3.7 représente les résultats de l’étude de sensibilité du paramètre βc. A partir
de la valeur de référence, le paramètre βc est augmenté puis diminué deux fois de la
valeur 0.002. Les résultats montrent clairement que l’augmentation de βc fait augmenter
le pic de la courbe de chargement, en effet quand βc passe de 0.001 à 0.009 la valeur du
pic varie de 30 MPa. Notons que si la valeur de βc diminue de façon significative, nous
n’observons plus de pic dans la courbe de contrainte (figure 3.7, courbe marron). En
effet la diminution de ce paramètre conduit à un adoucissement précoce, et rappelons
que nous avons pour cette loi ce que l’on peut qualifier de "compétition" entre le
durcissement sur ϕf et l’adoucissement sur c, et pour ce cas précis c’est le durcissement
qui est prédominant. L’augmentation de βc, retarde le régime dilatant sur la courbe
de variation de volume même si à terme les courbes convergent. Ce paramètre est très
important puisqu’il nous permet de modifier la valeur du pic de contrainte ainsi que
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la déformation au pic, sans modification du palier. Il joue sur la pente de la courbe de
contrainte après pic, ce qui est un ingrédient important dans la modélisation du régime
localisé.
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Figure 3.8 – Étude de sensibilité sur le paramètre βϕ pour un confinement de 20 MPa

Concernant l’étude de sensibilité du paramètre βϕ la figure 3.8 montre clairement que
l’augmentation de βϕ fait diminuer le pic tout en gardant le palier constant, la variation
du pic reste légère puisque la variation de βϕ de 0.006 à 0.09 fait diminuer le pic de
seulement 9 MPa. La forme globale de la courbe de référence n’est pas modifiée par ces
variations, en particulier la déformation au pic. La courbe de déformation volumique
n’est pratiquement pas influencée par les modifications de βϕ. Ce paramètre a un rôle
intéressant dans une optique d’analyse inverse puisqu’il permet de modifier le pic de
la courbe de chargement tout en gardant la courbe de déformation volumique quasi
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identique.
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Figure 3.9 – Étude de sensibilité sur le paramètre cf , pour un confinement de 20 MPa

Le palier et le pic de contraintes sont sensibles à : la cohésion finale et au frotte-
ment final. Ceux-ci doivent être maniés avec précaution. Si la cohésion finale est trop
augmenté, le comportement devient purement durcissant et ne présente plus d’adoucis-
sement. Ceci s’explique simplement par le fait que l’augmentation de la cohésion finale
rapproche sa valeur de la cohésion initiale. Nous savons que si cf = ci, il n’y a plus de
variation de la cohésion et donc plus d’adoucissement, figure 3.9. Plus la valeur du frot-
tement final est importante plus de durcissement est important. Si nous augmentons
de manière significative le frottement final, nous n’observons plus d’adoucissement sur
la réponse mécanique. Dans ce cas le durcissement prend le dessus sur l’adoucissement
(figure 3.10). La déformation volumique globale est elle aussi très sensible à ϕf et cf ,
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les courbes divergent très rapidement après l’entrée en plasticité : le début de la phase
de dilatance est fortement retardée avec l’augmentation des deux paramètres.
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Figure 3.10 – Pour ces 5 calculs, ϕf est le seul paramètre qui a été modifié

Sur la figure 3.11 nous montrons l’effet de la variation de la dilatance sur la réponse
mécanique. Notons que le pic croit très faiblement avec la dilatance, puisque l’aug-
mentation de la dilatance de 8 ° induit une variation du pic de seulement 3 MPa. Les
courbes de déformation volumique se superposent assez bien jusqu’au pic puis elles
divergent ensuite. Cette divergence s’accentue au fur et à mesure que le raccourcisse-
ment augmente, puisque c’est la pente de la dilatance qui est affectée. Le paramètre
Ψ influence beaucoup la déformation volumique. Il permet de garder le même palier
tout en modifiant la déformation volumique globale. Il permet également de modifier
la pente de la courbe de contrainte après le pic.
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Figure 3.11 – Étude de sensibilité sur l’angle de dilatance Ψ, pour un confinement de 30
MPa

• Étude de sensibilité pour un confinement de 30 MPa

Puisque nous travaillons avec deux confinements, il est essentiel de refaire l’étude de
sensibilité pour un confinement à 30 MPa, afin de savoir si la modification du niveau
de confinement modifie de façon significative les résultats de l’étude de sensibilité que
nous avions effectué avec un confinement de 20 MPa. Nous avons donc réalisé les
même calculs que ceux présentés précédemment mais avec cette fois une pression de
confinement de 30MPa.
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(b)

Figure 3.12 – Étude de sensibilité avec un confinement de 30MPa sur les paramètres βc et
cf

La figure 3.12 montre la sensibilité de la réponse mécanique par rapport aux modifica-
tions de la cohésion finale et du coefficient βc pour un calcul avec un confinement de 30
MPa. Ces résultats montrent clairement que les tendances sont les mêmes quant aux
résultats de l’étude de sensibilité pour ces deux paramètres. Nous remarquons en effet
que si l’on augmente beaucoup la cohésion finale on n’observe plus d’adoucissement
pour les mêmes raisons que nous avons expliqué auparavant. D’autre part la variation
de βc de 0.001 à 0.009 fait varier le pic d’environ 30 MPa comme pour les calculs avec
un confinement de 20 MPa.
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(b)

Figure 3.13 – Étude de sensibilité avec un confinement de 30MPa sur les paramètres βϕ
et ϕf

Les paramètres qui sont liés au frottement et qui sont βϕ et ϕf sont ceux pour lesquels
nous notons des variations sur les résultats de l’étude de sensibilité entre un confinement
à 20 MPa et celui à 30 MPa. En effet, on remarque par exemple sur la figure 3.13 que
la variation du frottement final de 14 degrés fait varier le pic d’environ 110 MPa,
alors que pour un calcul avec un confinement de 20 MPa et en utilisant les mêmes
variations du frottement (figure 3.10), le pic varie de seulement 82 MPa. Pour illustrer
cette différence nous avons tracé les valeurs des pics pour les deux confinements dans
le plan Iσ - IIσ̂ (figure 3.14). Sur cette figure, la pente de la droite dépend directement
du frottement apparent. Nous remarquons en effet que la pente de la droite augmente
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avec la valeur de ϕf . Ainsi l’écart entre les valeurs aux pics aux confinements 20 et 30
MPa sera d’autant plus important que le frottement est important.
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Pic pour un con inement de 20 MPa et =1  °

Pic pour un con inement de 0 MPa et =1  °

Pic pour un con inement de 20 MPa et =27 °

Pic pour un con inement de 0 MPa et =27 °

Figure 3.14 – Étude de l’influence du paramètre ϕf sur le pic de contrainte aux confine-
ments de 20 et 30 MPa, dans le plan Iσ - IIσ̂

Les résultats de l’étude de sensibilité sur Ψ avec une pression de confinement de 30 MPa
ne montre pas de différence par rapport aux résultats déjà obtenus avec un confinement
de 20 MPa. Le paramètre Ψ reste un paramètre potentiel pour modifier la déformation
volumique pour les deux confinements.
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Figure 3.15 – Étude sensibilité du paramètre Ψ, pour un confinement de 30 MPa

3.3 Étude de bifurcation

Le phénomène de la localisation de la déformation peut être vue au niveau théorique
comme un phénomène de bifurcation. Le terme bifurcation désigne de façon générale, le
fait que le chemin fondamental d’un système change brusquement lors de son évolution.
A partir d’un état d’équilibre donné, supposons qu’on donne une petite perturbation à
l’entrée du système. Si la réponse (sortie) correspondante reste petite, le système évolue
de façon stable. Mais il arrive que dans certaines conditions, la réponse correspondante
soit très grande. Le système bascule alors brusquement sur un chemin d’évolution
non encore expérimenté. Un des exemples simples de bifurcation en mécanique est le
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flambement eulérien (figure 3.16). Une tige comprimée par une force F ne change pas
de configuration tant que sa valeur reste inférieur à Fc. C’est le cas de stabilité. Dès
que F dépasse Fc , la tige peut flamber brusquement. Ce changement de configuration
géométrique (bifurcation) est une instabilité. La force Fc est appelée force critique
d’EULER.

Dans la théorie de la bifurcation, la localisation de la déformation est vue comme une
perte d’unicité de la solution du problème aux limites, l’apparition de la localisation
est caractérisée par différents modes de bifurcation, comme le mode de striction de
Hill & Hutchinson [50], le mode d’ondes de surface de Triantafyllidis [96], ou le mode
de cisaillement de Rice [84]. Dans notre étude, nous nous limiterons aux problèmes de
localisation en bandes de cisaillement ; nous ne discuterons donc que le troisième mode
de bifurcation cité ci-dessus, le mode Rice.

(a) Si F < Fc stabilité (b) Si F > Fc bifurcation

Figure 3.16 – Exemple de bifurcation en mécanique

3.3.1 Critère de bifurcation de Rice

Nous allons ici expliquer dans un premier temps ce qu’est le critère de Rice [84] puis
nous appliquerons ce critère à la loi élasto-plastique Plasol [4], nous présenterons ensuite
les différents résultats que l’on peut obtenir à partir de ce critère.

Le développement effectué par Rice [84] suppose que le milieu étudié est infini et homo-
gène et que le problème se limite aux solides non visqueux. Ces hypothèses permettent
d’étudier la localisation de la déformation comme un problème de bifurcation et l’exis-
tence d’une solution homogène au problème est supposée. Ayant ainsi défini le cadre
de l’étude, l’objectif de Rice [84] est de rechercher si une déformation suivant un mode
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localisé peut constituer une autre solution que le mode homogène. Nous reprenons ici
les développements déjà effectués dans [18]. Nous considérons que la compression est
définie pour des contraintes négatives et nous utilisons la notation d’Einstein.

3.3.1.1 Cas général

On considère une classe de matériaux pour laquelle l’incrément de contrainte peut
s’exprimer en fonction de l’incrément de déformation de la façon suivante avec σ̇ la
dérivée temporelle de σ :

σ̇ij = Lij(Dkl) (3.2)

Où Dij = (∂vi/∂xj + ∂vj/∂xj)/2 est la vitesse de déformation, xi est la coordonnée
spatiale et L est une fonction de D qui dépend de l’état du matériau (contraintes,
histoire de déformations, etc.) Afin d’avoir une contrainte objective nous considérons
les dérivées de Jaumann, défini par (3.3) où lij est la vitesse de rotation :

▽

Σij = Σ̇ij − Σilljl + Σiklkj − Σljlil + Σkjlki (3.3)

Figure 3.17 – Bande de localisation plane et le vecteur normal unitaire n

• Condition cinématique

La solution non homogène est supposée avoir la forme d’une bande plane avec une
normale unitaire n. A l’intérieur de la bande, l’incrément de déformation dépend uni-
quement de la position transversale à la la bande. A l’extérieur de la bande l’incrément
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de déformation définit par D0
ij est supposé rester homogène. L’incrément de déforma-

tion à l’intérieur de la bande à la forme suivante :

D1
ij = D0

ij +
1

2
(ginj + gjni) (3.4)

Où g = g(xini) est un vecteur arbitraire, qui dépend en direction et en intensité de la
position transversale à la bande

• Condition d’équilibre

Dans chaque point du milieu, le champ de contrainte satisfait la condition quasi-statique
d’équilibre :

σij,i = 0 (3.5)

Puisque le champ de contrainte de pré-bifurcation est supposé uniforme ([87] ; [84]),
l’incrément de contrainte à l’apparition de la localisation satisfait :

σ̇ij,i = 0 (3.6)

Cette condition est satisfaite à l’extérieur de la bande en raison de l’homogénéité du gra-
dient de vitesse, et par conséquent du champ de contrainte. L’incrément de contrainte
dans la bande dépend de la position transversale à la bande, équations (3.2) et (3.4).
De ce fait l’équation (3.6) est satisfaite à l’intérieur de la bande si les tractions aux
interfaces de la bande sont continues :

σ̇1
ijnj = σ̇0

ijnj (3.7)

Où σ̇0 et σ̇1 sont respectivement les incréments de contrainte à l’extérieur et à l’intérieur
de la bande .

• Condition de bifurcation

En remplaçant l’expression (3.2) dans l’expression de la condition d’équilibre (3.7) et
en utilisant la condition cinématique, la condition de bifurcation s’écrit de la manière
suivante

Lij

(

D0
kl + (1/2)(gknl + glnk)

)

nj = Lij

(

D0
kl

)

nj (3.8)

Une solution triviale à cette équation est g = 0, qui correspond à une déformation
homogène et continue. La localisation de la déformation est possible s’il existe un
vecteur g 6= 0 et un vecteur unitaire n, qui satisfait la relation (3.8). Si le vecteur g est
normal à n, nous avons du cisaillement pur, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de déformation
volumique, nous avons un simple mouvement de glissement entre les deux bords de la
bande. Dans les cas extrêmes où g et n ont la même direction, nous n’avons pas de
glissement relatif entre les deux bords mais un mouvement de rapprochement (bande
de compaction) ou de l’éloignement (bande de dilatance). La relation (3.8) montre que
le critère dépend de la loi de comportement. De ce fait, la prédiction de la localisation
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dépend fortement de l’expression mathématique de L. Considérons maintenant le cas
pour lequel la loi de comportement en vitesse est supposée être une relation linéaire
entre l’incrément de déformation D et l’incrément de contrainte σ̇ :

σ̇ = LijklDkl (3.9)

Où Lijkl est un tenseur du quatrième ordre qui peut dépendre de la contrainte, des
déformations accumulées, ou de l’histoire des déformations. Si la relation entre σ̇ et
Dkl est linéaire dans ce cas, la relation de bifurcation s’écrit :

Lijklnjnlgk = 0 (3.10)

Une solution non triviale est possible si :

det[Lijklnjnl] = 0 (3.11)

L’expression (3.11) peut s’écrire :

det[n.L.n] = 0 (3.12)

Le tenseur n.L.n est appelé tenseur acoustique.
Dans le cas des lois bilinéaires comme c’est le cas pour la loi Plasol, deux hypercônes
existent pour ces lois, l’un représente le domaine élastique et le second le domaine
élasto-plastique. A l’intérieur du domaine élastique la loi de comportement s’écrit :

σ̇ij = Le
ijklDkl (3.13)

A l’extérieur du domaine élastique cette relation s’écrit :

σ̇ij = Lep
ijklDkl (3.14)

La condition de bifurcation s’écrit alors :

L1
ijklnjnlgk = (L0

ijkl − L1
ijkl)D

0
klnj (3.15)

La déformation à l’extérieur de la bande est en générale supposée plastique, la dé-
formation à l’intérieur de la bande est quant à elle soit élastique soit plastique. Si le
comportement est plastique à la fois à l’intérieur et à l’extérieur de la bande, la bifur-
cation est dite continue [83]. Dans ce cas l’équation (3.15) devient (3.10). La condition
de localisation devient donc de la forme (3.11) remplaçant L par Lep. Si la décharge
élastique survient en dehors de la bande la bifurcation devient discontinue et la relation
(3.15) s’écrit :

Lep
ijklnjnlgk = (Le

ijkl − Lep
ijkl)D

0
klnj (3.16)

Rice et Rudnicki [83] ont montré que la bifurcation continue est un cas limite de la
bifurcation discontinue pour les lois élasto-plastiques non associées. Il n’y a donc que
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la relation (3.11) qui mérite d’être analysée. Chambon [21] a montré que la condition
de bifurcation pour les lois incrémentalement bi-linéaires s’écrit :

det[Lep
ijklnjnl] = 0 ou det[Le

ijklnjnl] = 0 (3.17)

Étant donné que le tenseur élastique est en général défini et positif, la condition sur
le tenseur élastique dans l’équation (3.17) n’est jamais satisfaite. Il n’y a donc que la
première condition de cette équation à analyser. La condition de bifurcation pour les
lois incrémentalement bi-linéaires s’écrit donc :

det[Lep
ijklnjnl] = 0 (3.18)

3.3.1.2 Critère de bifurcation appliqué à la loi Plasol

Tous les développements utilisés ici restent généraux, on peut en trouver un développe-
ment plus complet dans [18]. Nous allons maintenant appliquer le critère de bifurcation
présenté précédemment à la loi Plasol. Nous écrivons ici les équations qui régissent la
loi de comportement Plasol d’une façon qui diffère de ce qui a été fait dans le chapitre
précédent pour rester en adéquation avec les définitions des termes utilisés dans [18].
On appelle F la surface de charge et G le potentiel plastique, on définit P et Q comme
suit :







Pij =
σ̂
2τ̂

+ 1
3
βδij

Qij =
σ̂
2τ̂

+ 1
3
µδij

(3.19)

Où τ̂ , µ et β sont :

τ̂ = IIσ̂, β =
2
√
3 sinΨ

3− sinΨ
, µ =

2
√
3 sinΨ

3− sinΨ
(3.20)

Nous avons besoin du tenseur élasto-plastique afin de calculer le déterminant du tenseur
acoustique, celui-ci s’écrit :

Lijkl = G(δikδjl + δilδjk) +

(

K − 2

3
G

)

δijδkl −
(GNij +Kβδij)(GNkl +Kµδkl)

H +G+ µβK

(3.21)
Où K est le module d’incompressibilité, et G le module de cisaillement. Nous rappe-
lons ci-dessous l’expression des deux modules en fonction du module d’Young et du
coefficient de Poisson :

G =
E

2(1 + ν)
, K =

2G(1 + ν)

3(1− 2ν)
(3.22)

Nij est un tenseur déviatorique de contrainte normalisé Nij = σ̂ij/τ̂ , (1/2NijNij = 1).
Il est simple de calculer le tenseur acoustique à partir de l’expression (3.21).

Les termes du déterminant du tenseur acoustique ont été calculé avec Maxima 2/

2. Logiciel libre de calcul formel
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Nous exprimons ci-dessous les termes du tenseur élasto-plastique Lijkl. Les termes non
affichés sont nuls :



























































L1111 =
(−GN11−βK)(GN11+µK)

βµK+H+G
+K + 4G

3
L1313 = G

L1122 =
(−GN11−βK)(GN22+µK)

βµK+H+G
+K − 2G

3
L3113 = G

L1133 =
(−GN11−βK)(GN33+µK)

βµK+H+G
+K − 2G

3
L2121 = G

L2211 =
(GN11+µK)(−GN22−βK)

βµK+H+G
+K − 2G

3
L1331 = G

L2222 =
(−GN22−βK)(GN22+µK)

βµK+H+G
+K + 4G

3
L2112 = G

L3311 =
(GN11+µK)(−GN33−βK)

βµK+H+G
+K − 2G

3
L3131 = G L1221 = G

L3322 =
(GN22+µK)(−GN33−βK)

βµK+H+G
+K − 2G

3
L2223 = G L1212 = G

L3333 =
(−GN33−βK)(GN33+µK)

βµK+H+G
+K + 4G

3
L3223 = G L3232 = G



























































(3.23)

où n est défini par :




− sin θ
0

cos θ



 (3.24)

L’analyse en bifurcation pour le modèle Plasol est déjà implémenté dans le code La-
gamine. Toutefois, nous l’avons reproduite dans un module de calcul externe (Matlab)
pour procéder en post-traitement à un calcul du domaine d’orientations possibles pour
θ, satisfaisant au critère det(nLn) ≤ 0. Il y a en effet tout un éventail d’orientations
pour lesquelles la bifurcation est a priori possible. Pour cela, nous extrayons des résul-
tats du calcul numérique la valeur d’écrouissage H pour chaque pas, ce qui nous permet
ensuite de calculer les orientations θ pour lesquelles le déterminant est négatif.
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Figure 3.18 – Déterminant du tenseur acoustique en fonction de l’angle θ pour 3 niveaux
de raccourcissement

La figure 3.18 a) montre que le déterminant du tenseur acoustique est strictement
positif tant que le critère de bifurcation n’est pas satisfait. Puis, le déterminant devient
nul (figure 3.18 b)) pour une orientation donnée. Enfin, il existe tout un domaine
d’orientations où le critère et satisfait[θmin θmax] (det(nLn) ≤ 0 figure 3.18 c)).

Nous montrons ici les résultats obtenus pour un calcul avec le confinement de 20 MPa
et les paramètres de référence. Ces résultats ont montré que le critère de bifurcation
est satisfait au pic de contrainte (figure 3.19) et que l’on observe une évolution des
orientations possibles dans la suite du calcul. Suivant le moment où se déclenche la
localisation, nous n’avons pas les mêmes orientations. Nous avons remarqué que pour
tous les calculs homogènes effectués en condition biaxiale, le critère était toujours plus
ou moins satisfait au pic. Au niveau expérimental, le pic observé est une conséquence
de la localisation, c’est donc le seuil de bifurcation que nous avons pour objectif de
caler sur le pic de contrainte expérimental et non le pic théorique. Cependant, il se
trouve que dans notre cas les deux sont presque les mêmes.
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Figure 3.19 – Analyse du critère de Rice appliqué au modèle Plasol pour le jeu de référence
à 20 MPa de confinement (tableau 3.2. A gauche le point indique le seuil
où le critère commence à être satisfait, à droite, éventail des orientations de
bande pour lesquelles le critère est satisfait

Nous avons fait une étude de sensibilité sur le critère de bifurcation, que nous ne
présentons pas ici. En effet, les résultats de cette étude sont faciles à deviner puisqu’il
suffit de regarder sur les courbes d’étude de sensibilité l’influence de chaque paramètre
sur le pic de contrainte pour connaître l’effet sur le critère de bifurcation, nous savons
par exemple que le fait d’augmenter la cohésion finale fait augmenter le pic, et par
conséquences retarde la localisation de la déformation.

3.4 Conclusions

Pour conclure, nous avons présentés à travers ce chapitre les résultats d’une étude de
sensibilité sur des essais homogènes triaxiaux et biaxiaux. Cette étude de sensibilité
est une toute première étape, simple mais essentielle, de l’identification de la loi de
comportement enrichie que nous utilisons. Nous avons montré qu’il est tout à fait
justifié d’utiliser la loi de comportement Plasol afin de modéliser le comportement du
grès, et nous avons évalué l’influence de chaque paramètre de cette loi sur la réponse
mécanique globale de l’échantillon. Cette étude de sensibilité permet de trouver les
paramètres pertinents pour caler la courbe numérique à la partie homogène de la courbe
expérimentale. Nous avons ainsi déduit les valeurs du module de Young, du coefficient
de Poisson, la valeur de la cohésion initiale et du frottement initial. Les résultats obtenus
par l’analyse de bifurcation montrent que le critère est dans la plupart des cas satisfait
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au niveau du pic de contrainte. Nous montrons également comment évolue, après ce
seuil, le domaine des orientations possibles de bande.
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CHAPITRE 4

Choix des paramètres numériques

La méthode d’identification implique une comparaison entre les données expérimen-
tales et numériques. Nous avions fixé à partir des essais expérimentaux un certain
nombre d’observables qui consistent en la contrainte au pic, la déformation axiale au
pic, la valeur du palier de contrainte, la déformation volumique, ainsi que la largeur et
l’orientation de la bande. A ce stade de l’étude, les seuls observables qu’il est possible
d’extraire des données numériques sont le pic et le palier de contrainte.

L’extraction des grandeurs issues de calculs correspondant au pic et palier de contrainte
est trivial. Nous présentons ici les outils développés pour obtenir les grandeurs concer-
nant la localisation et les variations de volumes. Ces développements ont été réalisés
avec le langage de programmation Matlab. De plus nous montrons la méthode suivie
pour choisir certains aspects numériques, à savoir :

• Le maillage
• Conditions aux limites du problème
• Les paramètres liés à la convergence du calcul
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4.1 Outils d’exploitation des données numériques

4.1.1 Calcul de la largeur et de l’orientation de la bande

Afin de calculer la largeur et l’orientation de la bande, nous considérons un calcul biaxial
hétérogène avec plusieurs éléments. Pour distinguer les points matériels à l’intérieur
de la bande et ceux à l’extérieur, c’est-à-dire les points qui sont respectivement, en
chargement plastique et ceux qui sont en régime élastique, nous traçons le champ d’une
variable interne binaire, indiquant le régime plastique ou élastique (variable IYIELD).
A titre d’exemple, la figure 4.1 représente les points de Gauss en charge plastique. Un
carré bleu est dessiné lorsque «IYIELD»=1 à chaque point de Gauss.

Figure 4.1 – Localisation de la déformation pour un essai biaxial
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Figure 4.2 – Zone de la bande où la largeur et l’orientation seront calculées

Afin de calculer la largeur de la bande nous commençons par fixer une zone de la
bande où celle-ci sera calculée. Nous évitons les parties de l’échantillon où la bande
est réfléchie afin de nous prémunir des éventuelles perturbations dues aux bords de
l’échantillon. Nous faisons traverser deux droites verticales aux abscisses x1=0.005m
et x2=0.02m. Ces droites permettent de garder les deux nouveaux bords de la bande,
plus ou moins parallèles. La zone choisie est la même pour tous les calculs, sauf ceux
qui présentent plusieurs bandes. Une fois cette zone sélectionnée, nous faisons une
régression linéaire afin de déterminer l’orientation de la bande. La droite obtenue à
l’issue de cette régression est appelée (DI).

Dans le but de calculer la largeur de la bande, nous définissons un demi plan par
une droite (DV) qui est parallèle à la droite (DI). Cette droite (DV) est translatée
progressivement afin de traverser au final toute la bande dans son épaisseur. Nous
compterons à chaque fois le nombre de points de Gauss en charge appartenant au demi-
plan défini par cette droite. A chaque point de Gauss, nous attribuerons la surface de
l’élément auquel il appartient. Cette surface est calculée dans la configuration initiale
et est donc la même pour tous les points de Gauss lorsque le maillage est régulier.
Nous comptons donc, la surface associée aux points de Gauss et non pas les points eux
mêmes. Cette technique n’a aucun impact sur le calcul de la largeur quand le maillage
utilisé est régulier. Cependant elle est conseillée si le maillage est irrégulier, car elle
introduit une pondération correspondant à la surface de l’élément.
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Figure 4.3 – Méthode de calcul de la largeur de bande

La figure 4.3 montre le nombre total de points cumulés (surfaces cumulées) en fonction
de la distance entre la droite virtuelle (DV) et la droite (DI). Au départ du calcul,
la droite (DV) se situe dans la partie 1 de l’échantillon (figure 4.3). Dans toute cette
partie, le demi plan ne contient aucun point de Gauss en charge plastique. Puis la
droite rentre dans la partie 2, le nombre de points de Gauss en charge contenus dans le
demi plan commence donc à augmenter. Une fois arrivée à la partie 3, la droite (DV)
ne rencontre plus de points de Gauss en charge, le nombre de points cumulés reste
constant.

Pour calculer la largeur de la bande, une droite de régression linéaire est définie pour
chaque partie (figure 4.4). Pour la partie 1 la droite de régression est d’abord calculée à
l’aide des 3 points qui se situent à l’extrémité de cette partie. Cette droite est recalculée
à chaque fois qu’un point est rajouté aux 3 premiers. Un point est inclut dans la
régression si sa distance par rapport à la droite initialement définie est inférieur à une
valeur donnée par l’utilisateur. La droite de régression est calculée de la même manière
pour les parties 1 et 3. Cependant, pour la partie 2 la première droite de régression
est calculée à partir de 3 points qui se trouvent au centre de cette partie et non à
l’extrémité. L’intersection de ces 3 droites donne la largeur de la bande.
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Figure 4.4 – Les trois droites de régression qui permettent de calculer la largeur de la
bande

Il est important de définir l’erreur de mesure liée aux calculs de la largeur de la bande.
Cette erreur est d’une part, liée à la régression linéaire qui est moins précise si la bande
n’est pas bien définie (figure 4.5). D’autre part, le choix de la fenêtre sur laquelle nous
effectuons la régression a une influence sur la largeur de la bande. Nous avons mené une
étude de sensibilité en variant les dimensions de la fenêtre et en observant l’influence de
cette variation sur la largeur de la bande pour un même calcul. Cette étude a montré
que les dimensions de la fenêtre ont peu d’influence sur la largeur si la bande est bien
définie. La distance seuil qui permet d’inclure des points dans la régression linéaire a
elle aussi un impact sur le calcul de la largeur. D’après l’étude de sensibilité que nous
avons effectué, nous observons une erreur de 2.5 %, celle-ci devrait être comparée à
l’erreur de mesure expérimentale, qu’il est difficile de déterminer.
L’orientation de la bande est mesurée dans la configuration actualisée et est mesurée
par rapport à l’horizontal. La mesure de l’orientation de la bande reste assez précise
même si elle dépend, elle aussi de la fenêtre où la largeur est calculée ainsi qu’au
caractère plus ou moins bien défini de la bande.
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Figure 4.5 – Différence entre une bande bien définie (à droite) et une bande mal définie (à
gauche)

4.1.2 Méthode de calcul de la déformation volumique

Il est possible d’obtenir les courbes de déformation volumique globale expérimentale-
ment. Ces courbes font partie des observables utilisés pour l’identification. Il est donc
pertinent d’avoir aussi ces courbes à partir des calculs numériques.

Pour un calcul homogène avec un élément, la déformation volumique est simple à cal-
culer, c’est la somme des déformations εv = εx+ εy + εz. Puisque pour l’essai biaxial la
condition de déformation plane est imposée, εz = 0. La déformation volumique globale
est calculée par εv = εx + εy.
Lorsque le résultat du calcul est hétérogène, il n’est plus possible de calculer la déforma-
tion volumique de la même manière. En effet chaque élément a alors une déformation
volumique différente. Les éléments dans la bande se déforment beaucoup plus que les
éléments qui sont en dehors de la bande. Afin donc d’obtenir la déformation globale
de l’échantillon, nous calculons pour chaque pas de temps sa surface globale en ad-
ditionnant les surfaces des éléments et nous en déduisons la déformation volumique

70



Choix des paramètres numériques

(équation (4.1)). La déformation volumique s’appuie ici sur la surface du quadrilatère
défini par les quatre points de Gauss qui le constitue. Au départ nous avions calculer
la surface de l’élément à partir des 8 nœuds qui le définissent. Nous avons noté que
ces 2 méthodes étaient équivalentes (figure 4.6). Pour des raisons pratiques, nous avons
utilisée la première.

εv =
(Sf − S0)

S0
(4.1)

Où S0 est la surface initiale de l’échantillon, Sf est la surface calculée à la fin de chaque
pas de temps. Ce calcul de la déformation volumique globale est similaire au calcul
effectué sur les résultats expérimentaux basés sur les champs cinématiques obtenus par
corrélation d’image.
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Figure 4.6 – Évolution de la déformation volumique globale en fonction du raccourcisse-
ment axial normalisé

4.1.3 Caractérisation de la nature de la bande

Comme il est possible de savoir expérimentalement si la bande de localisation est
compactante ou dilatante, nous avons développé un outil qui permet de savoir si la
bande observée à partir des résultats numériques est compactante ou dilatante. Il faut
noter que les données expérimentales montrent que la bande est dilatante pour les
essais menés sur le grès dans le domaine de confinement étudié ici. Afin de connaître la
nature de la bande, nous choisissons un vecteur dans celle-ci défini par les coordonnées
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des noeuds définissant les extrémités du vecteur. Nous suivons ensuite l’évolution des
composantes de ce vecteur dans le repère local (figure 4.8) de la bande, pour cela nous
effectuons un changement de repère classique de la manière suivante :

Figure 4.7 – Représentation du repère locale de la bande et le repère principal

Dans l’expression ci-dessus, x et y sont définis dans le repère local. X et Y sont les
coordonnées dans le repère principal. Les deux repères sont représentés dans la figure
ci-dessous. Les points qui définissent le vecteur, sont repérés au cours du chargement
grâce à leurs numéros de nodaux.

������ ����� ������ ����� ������ ���� ������ ����� ������ ����� ������
������

�����

������

����	

����	�

����


����
�

�����

������

�����

�

�

�

Figure 4.8 – Définition du repère local de la bande, les points en rouge sont les points
de Gauss en décharge élastique, en bleu sont les points de Gauss en charge
plastique

Nous appellerons le vecteur choisi dans la bande le vecteur V . Ainsi il est possible à
partir de l’évolution des composantes du vecteur de savoir si la bande est compactante
ou dilatante.
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Figure 4.9 – Évolution de l’incrément de la composante tangentielle normalisé par l’in-
crément de raccourcissement axial en fonction du raccourcissement, pour le
vecteur V interne à la bande

La courbe ci-dessus montre que la composante tangentielle diminue de façon significa-
tive dès l’apparition de la localisation, puis cette diminution devient moins importante
après un niveau de raccourcissement de 0.026. L’incrément de la composante tangen-
tielle reste négatif, cela montre que la composante continue à diminuer.
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Figure 4.10 – Évolution de l’incrément de la composante normale normalisé par l’incré-
ment de raccourcissement en fonction du raccourcissement, pour le vecteur
V interne à la bande

La figure 4.10 présente l’évolution de l’incrément de la composante normale normalisé
par l’incrément de déplacement pour le vecteur V à l’intérieur de la bande. Contrai-
rement à la composante tangentielle, la composante normale a tendance à augmenter
puisque son incrément est toujours positif. Comme pour la composante tangentielle, la
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composante normale augmente rapidement au début de la localisation, cette augmen-
tation est moins importante à partir du raccourcissement 0.026.
Les résultats de l’évolution du vecteur V au cours du chargement, montrent que la
composante normale de ce vecteur augmente alors que sa composante tangentielle di-
minue. Nous en déduisons que la bande est dilatante, ce qui correspond à ce qui est
observé expérimentalement.

4.1.4 Profil de déplacement dans la bande

Tracer le profil de vitesse de déplacement dans la bande, permet de calculer sa largeur
d’une manière différente qu’en utilisant la largeur de la zone des points en charge. Il
est ainsi possible d’avoir une autre estimation de la largeur de la bande. Ce qui permet
la validation de la méthode que nous avions présentée précédemment pour le calcul de
la largeur.

�

��������

Figure 4.11 – Nœuds pour lesquels le profil de déplacement est calculé

Le déplacement relatif de chaque nœud est calculé à partir de la différence entre l’incré-
ment de déplacement pour ce nœud et l’incrément de déplacement d’un nœud proche
mais externe à la bande (nœud 1) (figure 4.11), ~δvnode = ~δunode − ~δu1. Les nœuds
qui permettent d’obtenir le profil de vitesse dans la bande sont choisis de telle ma-
nière qu’ils forment une ligne verticale dans la configuration initiale (figure 4.12). Les
coordonnées sont calculées dans le repère local de la bande.
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Figure 4.12 – Le profil de déplacement est obtenu pour un alignement vertical de nœuds
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Figure 4.13 – Variation du déplacement relatif des nœuds en fonction de leur position
(distance par rapport à l’axe (oy) du repère local de la bande) au premier
pas de la plasticité (régime de déformation homogène)
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Figure 4.14 – Profil de déplacement incrémental des nœuds en fonction de leur position
(distance par rapport à l’axe (oy) du repère local de la bande) pour un pas
où le calcul a localisé

Les figures 4.13 4.14 montrent le profil de déplacement incrémental, pour deux pas
de temps. La premier représente le début de la plasticité et la seconde un pas où le
calcul a localisé. Nous remarquons que pour le premier profil le déplacement des nœuds
augmente linéairement avec leur distance (figure 4.13). Le profil de déplacement pour le
pas localisé peut être divisé en trois parties selon la valeur du gradient du déplacement.
La partie centrale présente les nœuds qui sont à l’intérieur de la bande. Les deux
autres parties du profil présentent les zones où les nœuds sont situés aux bords et aux
extrémités de la bande. L’intersection de ses 3 parties permet de définir une largeur de
bande à partir de la cinématique. Sur un exemple réel, nous avons comparé la largeur
de bande déterminée par les deux méthodes. L’estimation est proche à 4 %. Notons
que le profil de vitesses permet non seulement de calculer la largeur de la bande mais
de suivre également de manière plus complète la formation des bandes, dans le cas où
il y a plusieurs bandes parallèles et très proches l’une de l’autre (Annexe A).

4.2 Choix du maillage et du paramètre second gra-
dient D

Afin d’obtenir une largeur de bande de l’ordre de 1 mm, ordre de grandeur de ce qui
est observé expérimentalement et de garantir l’objectivité des calculs, il est important
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de choisir avec précaution le type de maillage à utiliser (taille des éléments et leurs
structures) ainsi que la valeur du paramètre second gradient D. Plus D est petit, plus
la largeur de la bande est petite, sachant que la largeur varie approximativement avec√
D. Cependant il faut s’assurer que la largeur est traversée par au moins 3 éléments

pour avoir une bonne description de la déformation dans celle-ci [38]. Il faut donc
trouver la valeur du paramètre second gradient qui permet d’obtenir une largeur de
bande de l’ordre de 1 mm, et de la même manière un maillage suffisamment fin pour
que cette bande soit traversée par plus de trois éléments.

4.2.1 Calculs avec un maillage de 200 et 1800 éléments

Afin d’obtenir le maillage et le paramètre second gradient permettant d’avoir une lar-
geur de bande de 1 mm traversée par 3 éléments. Nous avons commencé par faire des
calculs avec un maillage de 200 éléments de section carrée. Nous avons comparé la
courbe de chargement pour un calcul homogène et un calcul hétérogène effectué avec
les mêmes paramètres constitutifs. Nous avons utilisé un élément affaibli de 2.5 mm
de coté en bas à gauche de l’échantillon afin de forcer la position de la bande. Cet
élément a la taille d’un élément du maillage de 200 éléments. Pour le maillage avec
1800 éléments, nous avons conservé la même taille de zone affaiblie que pour celui à
200 éléments, afin de comparer objectivement ces maillages sans avoir une influence de
cette zone sur les résultats.

Nous présentons ici les deux calculs où un déplacement axial d’un 1 mm est imposé
ainsi qu’un confinement latéral de 20 MPa. Ci-dessous les paramètres constitutifs du
modèle.

u2 P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ D
1 mm 20 MPa 12.2 GPa 0.215 32.5 MPa 12 MPa 4° 21° 0.005 0.001 24° 1 N

Table 4.1 – Paramètres du modèle pour le calcul avec un maillage de 200 éléments

L’élément en bas à gauche est affaibli de 5% sur la cohésion initiale, pour cet élément
la cohésion initiale est donc ci = 30.875MPa.
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Figure 4.15 – Évolution de la contrainte déviatorique en fonction du raccourcissement
axial normalisé pour un calcul homogène et un calcul avec localisation
(maillage de 200 éléments)
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Figure 4.16 – Évolution de la contrainte déviatorique en fonction du raccourcissement
axial normalisé. La contrainte est calculée en divisant la réaction par la sec-
tion actualisée d’une part puis en la divisant par la section initiale d’autre
part.

Sur la figure 4.15, nous présentons l’évolution de la contrainte déviatorique (contrainte
de Cauchy) en fonction du raccourcissement axial normalisé, pour un calcul homogène
effectué avec 1 élément et un calcul hétérogène effectué avec 200 éléments. Pour le
calcul hétérogène la contrainte est calculée en divisant la somme des réactions à la base
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du biaxial par sa largeur actualisée à chaque pas de temps. Nous remarquons que les
deux courbes coïncident parfaitement jusqu’au moment où le calcul avec 200 éléments
localise. Le pic de contrainte pour le calcul hétérogène et le calcul homogène sont très
proches. L’adoucissement est plus important pour la calcul avec 200 éléments en raison
de la localisation de la déformation.

La figure 4.16 montre que le fait de diviser la somme des réactions par la section initiale
(contrainte de Piola-Kirchhoff) surestime la contrainte par rapport à une contrainte de
Cauchy. Ceci s’explique simplement par le fait qu’au cours du chargement le bas de
l’échantillon se déforme, donc la section augmente. La contrainte est donc plus faible si
elle est calculée à partir d’une section actualisée. Afin de comparer la courbe de char-
gement obtenue par le calcul numérique avec celle obtenue lors de l’essai expérimental,
nous prendrons en compte uniquement la contrainte de Piola-Kirchhoff (force divisée
par la section initiale).

Figure 4.17 – La bande de localisation au dernier pas de calcul. Le raccourcissement est
de 0.02. Les points rouges sont les points de Gauss en charge plastique

La figure 4.17 montre la bande de localisation à la fin du chargement pour un raccour-
cissement de 0.02. Nous constatons que la bande est constituée de moins de 3 éléments,
ce qui n’est pas suffisant pour avoir une bonne description de sa déformation. Nous
avons donc décidé de raffiner le maillage afin d’avoir plus d’éléments dans la bande.
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Figure 4.18 – A gauche une bande de localisation correspondant à un niveau de raccourcis-
sement de 0.609 et un calcul effectué avec 1800 éléments. A droite la bande
de localisation minimale obtenue pour le calcul effectué avec 200 éléments

Étant donné que pour le calcul avec 200 éléments nous avions une largeur de bande
traversée par moins de 3 éléments, et que la largeur de cette bande est bien supérieure à
notre objectif (largeur d’environ 1 mm). Nous avons fait un calcul en réduisant la taille
des éléments ainsi que la valeur de D. Nous avons donc effectué un calcul, avec 1800
éléments, les paramètres constitutifs utilisés pour ce calcul sont présentés au tableau
4.1. Pour réduire la largeur, nous prenons D = 0.02N .

La figure 4.18 montre l’évolution de la contrainte déviatorique en fonction du raccour-
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cissement axial normalisé. Nous remarquons sur cette figure que le pic de contrainte
est le même pour les deux calculs effectués avec 200 et 1800 éléments. Le calcul avec
1800 éléments ne converge plus après le pic. Nous pensons que ceci est dû à un fort
adoucissement causé par la réduction significative de la largeur de bande (il est bien
connu que plus la bande est fine, plus le radoucissement de la réponse de l’échantillon
numérique est forte). Cet adoucissement a induit un phénomène de snapback (contrôle
en déplacement du calcul impossible), ce problème sera traité dans la dernière section
de ce chapitre. Nous remarquons aussi que malgré l’utilisation d’un maillage plus fin,
la largeur de la bande est toujours traversée par moins de 3 éléments.
Nous déduisons de ces deux calculs, qu’il est important de réduire d’avantage la taille
des éléments, et qu’il serait plus judicieux de faire des calculs avec plusieurs valeurs de
D afin de savoir celle qui nous permet d’atteindre note objectif.

4.2.2 Calcul avec un maillage de 7200 éléments et des maillages
non structurés

Afin d’atteindre notre objectif en terme de largeur de bande, nous avons effectué plu-
sieurs calculs avec un maillage de 7200 éléments, en variant pour chaque calcul la
valeur de D. En raison de la durée de ces calculs (plus de 3 jours), nous avons dé-
cidé de faire des calculs avec des maillages non structurés. La taille des éléments est
réduite dans la zone où la localisation est susceptible d’avoir lieu. Ces maillages ont
été construits à l’aide du logiciel GiD développé par CIMNE (International Center of
Numerical Methods in Engineering, Barcelone)

Figure 4.19 – Deux maillages non structurés de 3568 et 2820 éléments et un maillage
structuré de 7200 éléments
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u2 P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ
1 mm 20 MPa 12.2 GPa 0.215 32.5 MPa 12 MPa 4° 21° 0.003 0.001 18°

Table 4.2 – Paramètres du modèle pour le calcul avec un maillage de 7200 éléments et les
maillages non structurés

Nous utilisons pour ces calculs les paramètres constitutifs présentés au tableau 4.2.
Nous effectuons ces calculs avec plusieurs valeurs de D, afin de trouver la valeur qui
nous permet d’avoir une largeur de bandes de 1 mm, comme ce qui est observé expé-
rimentalement.
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Figure 4.20 – Courbes de chargement et bandes de localisation pour 3 calculs effectués
avec les trois maillages D=2 N. Pour chaque calcul, nous montrons la bande
à un moment où sa largeur est la plus petite

Dans un premier temps nous avons utilisé les 3 maillages en conservant la même valeur
de D = 2N . Les résultats (figure 4.20) montrent que quelle que soit la forme du
maillage, nous obtenons le même pic de contrainte. Néanmoins la réponse post-pic
change légèrement. En effet, pour les deux maillages irréguliers, la bande ne traverse
que 2 éléments et son épaisseur est inférieure à 1 mm. De plus la bande est irrégulière :
la largeur de bande est différente le long de la bande.
La valeur de D est donc trop petite pour ces deux maillages pour assurer l’objectivité
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des calculs. Cependant elle est suffisamment grande pour le maillage à 7200 éléments
(la bande est traversée par plus de 3 éléments).
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Figure 4.21 – Courbes de chargement et bandes de localisation pour 3 calculs effectués
avec les trois maillages et D=4 N. Pour chaque calcul, nous montrons la
bande à un moment où sa largeur est la plus petite

Dans un second temps, nous avons choisi D = 4N pour les 3 maillages (figure 4.21).
L’évolution de la contrainte déviatorique en fonction du raccourcissement axial nor-
malisé est cette fois-ci quasiment identique pour les trois maillages. Comme pour les
calculs avec D = 2N , la bande est encore fine pour le maillage avec 3568 éléments.
Cependant, elle est suffisamment grande pour les autres maillages.
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Figure 4.22 – Courbes de chargement et bandes de localisation pour 3 calculs effectués
avec les trois maillages D=8 N. Pour chaque calcul, nous montrons la bande
à un moment où sa largeur est la plus petite

Enfin nous avons étudié la réponse pour D = 8N et D = 16N (figures 4.22 et 4.23). Les
largeurs de bandes sont de plus en plus proches au fur et à mesure que D augmente pour
les trois maillages. Nous notons de ce fait un rapprochement des courbes de contraintes
au niveau post pic. Les calculs avec les maillages non structurés ne convergent pas aussi
bien que les calculs avec le maillage régulier. La figure 4.23 montre que le calcul avec un
maillage de 3568 s’arrête peu après le pic, cependant nous n’avons pas poussé d’avantage
les investigations pour comprendre les raisons exactes du problème de convergence. Il
est cependant connu que plus la forme d’un élément s’éloigne du carré plus les risques
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de problème de convergence sont forts. Le maillage irrégulier est susceptible d’influencer
l’orientation de la bande en raison de l’orientation des éléments, il semble qu’il en soit
de même pour la largeur de bande, dans des proportions toutefois limitées. Pour le
calcul avec le maillage à 2820 élément (figure 4.23), l’aspect de la bande n’est pas
nette car, du fait de son élargissement par l’augmentation de D, elle se propage dans
une zone à cheval sur la partie raffinée du maillage et la partie grossière du maillage.
Le maillage non régulier a été utilisé afin de gagner du temps de calcul. Néanmoins
les problèmes mentionnés précédemment font que nous avons choisi pour la suite du
travail, en particulier pour les études de sensibilité qui nécessitent une bonne précision,
d’utiliser le maillage régulier.
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Figure 4.23 – Courbes de chargement et bandes de localisation pour 3 calculs effectués
avec les trois maillages D=16 N. Pour les calculs avec les maillage de 7200
et 2820 éléments, nous montrons la bande qui correspond au minimum de
la largeur. En ce qui concerne le calcul avec 3568 éléments nous montrons
la bande au dernier pas de temps

Ci-dessous, nous reportons l’évolution du minimum de la largeur de la bande 1 en
fonction de la

√
D pour les trois maillages. Dans leurs travaux, Chambon et al. [23],

ont montré que pour un problème à une dimension il existe d’un point de vue théorique
une relation linéaire entre la racine du paramètre second gradient et la largeur de la

1. Le largeur de la bande évolue sensiblement durant le chargement. Afin de donner une valeur
objective, nous présentons la valeur de la largeur de bande au moment où elle est la plus petite.
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bande, c’est également vrai dans le cas général [16]. Nous avons tracé la courbe ci-
dessous afin de savoir si cette relation est vérifiée sur les calculs numériques et par
ailleurs pour déterminer la valeur minimale de D en-dessous de laquelle il n’y a plus
objectivité du calcul (pour les maillages choisis).
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Figure 4.24 – Largeurs de bande en fonction de
√
D pour les trois maillages utilisés

La figure 4.24 montre que l’évolution du minimum de la largeur de bande en fonction
de
√
D, pour le maillage régulier de 7200 éléments, et le maillage de 2820 éléments est

quasi linéaire, pour des valeurs de D supérieures à 2 N. Nous retrouvons donc pour ces
calculs les résultats théoriques, bien que les résultats concernent les bandes naissantes,
alors qu’ici nous sommes en régime localisé avancé. Pour les valeurs de D ≤ 1N la
bande est traversée par moins de 3 élément, nous rencontrons alors, bien évidement,
des problèmes de dépendance au maillage. Pour cette raison nous avons choisi de réduire
la taille des éléments. Les prochains calculs seront effectués avec un maillage de 16200
éléments.

4.2.3 Maillage de 16200 éléments

Nous présentons dans cette section les résultats des calculs effectués avec un maillage
régulier de 16200 éléments et différentes valeurs de D. Nous utilisons les paramètres
constitutifs du tableau 4.3.
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Figure 4.25 – Calcul avec un maillage de 16200 éléments et plusieurs valeurs du paramètre
second gradient D

La figure 4.25 montre la réponse des échantillons numériques pour différentes valeurs
de D. Le pic de contrainte est toujours le même malgré la variation de D. La réponse
post-pic est influencée par la modification de D. Plus la valeur de D est importante
plus la largeur de la bande augmente et donc la pente de la réponse post-pic devient
moins forte dans le régime adoucissant. En effet, tendanciellement, plus la largeur de la
bande est importante plus la réponse hétérogène se rapproche de la réponse homogène.
Le palier de contrainte est peu influencé par les variations de la largeur de bandes.
Ces courbes montrent que plus nous augmentons la valeur de D plus l’initiation de la
localisation est retardée. Ceci s’explique par des effets d’échelle [16] et [15]. En effet,
quand la localisation est théoriquement possible (critère de bifurcation satisfait pour la
première fois), la bande a une largeur infinie, qui devient finie et diminue par la suite.
Dans la pratique, pour un calcul numérique, la localisation n’est possible que lorsque
la bande a une dimension inférieure à la taille du problème considéré. De fait, plus D
est grand, moins la largeur caractéristique diminue rapidement et plus la localisation
est retardée.
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Figure 4.26 – Comparaison des largeurs de bandes pour les maillages à 7200 et 16200
éléments

La figure 4.26 montre que les minimums de largeur de bande sont presque les mêmes
pour les deux maillages réguliers, les deux courbes sont quasi linéaires et divergent
pour D = 1. Ceci confirme l’idée qu’il fallait augmenter le nombre d’éléments pour
avoir une largeur de bande de l’ordre de 1 mm et un calcul objectif. Il est difficile de
savoir à l’avance quel maillage permet d’avoir une largeur de bande donnée, tout en
s’assurant que le calcul reste objectif. La seule manière de faire à notre connaissance
est de vérifier que le nombre d’éléments dans la bande est supérieur ou égal à trois
éléments, et utiliser plusieurs valeurs de D jusqu’à l’obtention de la largeur de bande
souhaitée.

La largeur de la bande que nous obtenons avec le maillage de 16200 éléments et une
valeur de D = 1N est de 1.3 mm. Pour pouvoir avoir une bande encore plus fine il serait
nécessaire d’utiliser un maillage plus fin et une valeur de D plus faible. Cependant en
raison de la durée des calculs, nous nous limiterons à ce maillage. Ci-dessous la courbe
de variation de largeur de la bande et d’orientation de la bande au cours du chargement
pour ce maillage.

90



Choix des paramètres numériques

Figure 4.27 – Évolution de la largeur de la bande et de l’orientation pour un calcul avec
16200 éléments et D = 1N

La figure 4.27, montre l’évolution de la largeur de la bande ainsi que de son orientation
en fonction du raccourcissement axial normalisé pour un calcul avec D = 1N . La largeur
de la bande n’est pas constante, malgré l’utilisation d’un milieu second gradient et
l’utilisation d’un paramètre second gradient constant. La largeur de la bande varie car
elle ne dépend pas seulement du paramètre second gradient mais aussi du déterminent
du tenseur acoustique. Dans leurs travaux, Bésuelle et al. [16] ont montré à travers
l’étude de bifurcation pour un milieu enrichi, que la largeur de la bande dépend du
paramètre second gradient divisé par l’opposé du déterminant du tenseur acoustique.
Le déterminant du tenseur acoustique a priori négatif augmente jusqu’à atteindre un
minimum, puis il augmente. La largeur de la bande est d’abord infinie, puis elle décroit
jusqu’à atteindre un minimum, et ensuite elle se met à grossir jusqu’à la fin du calcul 2.
Dans tout ce que nous avons présenté et ce que nous allons présenter dans la suite
nous prenons en compte le minimum des valeurs de la largeur de bande, pour évaluer

2. Dans cette logique, pour garder une épaisseur de bande constante, il faudrait modifier la loi
second gradient en ayant un paramètre D variable et influencé par le déterminant du tenseur acoustique
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l’influence des paramètres sur la largeur de la bande.

4.3 Choix des conditions aux limites

Une réflexion a été menée sur la définition des conditions aux limites et conditions
initiales. Ces conditions initiales concernent l’utilisation ou non d’une zone affaiblie,
ainsi que pour les conditions aux limites de l’utilisation d’un frétage éventuel.
Afin de connaître l’impact de l’utilisation d’une zone affaiblie sur les calculs nous avons
effectué deux types de calculs. Pour le premier type, nous avons regarder l’effet de la
taille de la zone affaiblie (81 et 4 éléments). En ce qui concerne le deuxième type de
calculs nous n’utilisons pas d’éléments affaiblis, nous faisons un tirage aléatoire du
champ de vitesse initiale au début d’un des pas de temps de calcul.
Nous savons que les essais expérimentaux présentent inévitablement du frottement aux
extrémités malgré l’utilisation de lubrifiant. Nous effectuons des calculs en imposant
un frétage pour étudier son l’impact sur la réponse mécanique.

4.3.1 Utilisation d’une zone affaiblie

Au cours du calcul de la compression biaxiale d’un échantillon homogène, si le critère
de bifurcation de Rice [84] est satisfait, la solution homogène et des solutions localisées
peuvent exister. Pour garantir l’obtention d’une solution localisée et pour reproduire
la même solution avec la même structure de bande (une seule bande, située au même
endroit). Nous utilisons une zone affaiblie caractérisée par une réduction de 5% de la
cohésion initiale. Nous étudions ici l’influence de la taille de cette zone sur le calcul.
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Figure 4.28 – Évolution de la contrainte déviatorique en fonction du raccourcissement
axial normalisé pour différentes valeurs de D. Comparaison entre les cal-
culs avec 4 et 81 éléments affaiblis

Les résultats ci-dessus (figure 4.28) montrent que le nombre d’éléments affaiblis in-
fluence peu le pic de contrainte. Cependant la localisation survient plus tôt pour les
calculs avec 81 éléments affaiblis, comparés aux calculs avec seulement 4 éléments affai-
blis. En effet nous constatons à partir de la figure 4.29 que les bandes de localisation ne
passent pas obligatoirement par la zone affaiblie définie par 4 éléments. La localisation
est déclenchée plut tôt pour les calculs avec 81 éléments affaiblis. Pour ces calculs l’état
initial de contrainte est hétérogène et susceptible de présenter de la localisation plus
tôt que le calcul avec 4 éléments affaiblis qui se rapproche d’un calcul avec une état de
contrainte initialement homogène.
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Figure 4.29 – Structures des bandes de localisation de la déformation correspondant aux
calculs avec 4 éléments affaiblis et différentes valeurs de D

La comparaison entre les largeurs de bandes pour les calculs avec 4 éléments affaiblis
et ceux avec 81 éléments affaiblis est présentés sur la figure 4.30. Clairement, la largeur
de la bande est la même quelle que soit le nombre d’éléments utilisés dans la zone
affaiblie. La largeur de la bande est contrôlée uniquement par le paramètre second
gradient. Nous rappelons que les largeurs de bande prises en compte sont les largeurs
minimum obtenues au cours du chargement.
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Figure 4.30 – Comparaison entre les largeurs de la bande, pour les calculs avec 4 et 81
éléments affaiblis, pour différentes valeurs de D

Les courbes ci-dessous (figure 4.31) montrent comment les largeurs de bande évoluent
pour les calculs effectués avec plusieurs valeurs du paramètre second gradient D. Ces
courbes sont régulières et indiquent que les bandes restent bien définies tout au long
du calcul (voir la figure 4.5 pour la signification d’une bande bien définie).
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Figure 4.31 – Évolution de la largeur de la bande pour les calculs avec 4 éléments affaiblis
et plusieurs valeurs de D
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4.3.2 Utilisation du frétage

Dans l’objectif de se rapprocher au mieux des conditions aux limites expérimentales,
et de quantifier l’influence de celles-ci, nous avons utilisé le frétage comme condition
aux limites du problème. Nous définissons ce frétage en bloquant les déplacements
horizontaux des 4 nœuds aux bords des 4 coins de l’échantillon 3.

u2 P E ν ci cf ϕi φf βc βϕ Ψ D
1 mm 20 MPa 12.2 GPa 0.215 32.5 MPa 12 MPa 4° 21° 0.003 0.001 18° 1 N

Table 4.3 – Paramètres du modèle pour le calcul avec 16200 éléments et du frétage

La courbe ci-dessous montre les résultats obtenus à partir des simulations avec et sans
frétage. Nous remarquons que le pic et le palier de contrainte ne sont pas influencés
par le frétage. Cependant la solution obtenue pour un calcul avec frétage est constituée
de deux bandes. Afin de savoir si cette structure de bandes est due à l’utilisation de la
zone affaiblie, nous avons lancé des calculs avec frétage mais sans zone affaiblie.

3. bien que nous pensons que les résultats auraient été très proches, une condition de frottement
infini aurait consisté à bloquer la composante de déplacement horizontale de tous les nœuds aux
extrémités
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Figure 4.32 – Comparaison entre les courbes de contraintes des calculs avec et sans fré-
tage. Pour chaque calcul, nous montrons la structure de localisation qui
correspond au minimum de la largeur

La figure 4.33 montre que le fait d’utiliser une zone affaiblie n’influence pas particu-
lièrement le nombre de bandes dans le cas des calculs effectués avec frétage. En effet
l’utilisation du frétage introduit déjà une hétérogénéité dans les calculs. Cette hétéro-
généité est ponctuellement plus forte que celle introduite par la zone affaiblie.
Étant donné la faible influence du frétage sur les observables, nous avons décidé de
travailler dans la suite du travail sur des conditions aux limites sans frétage.
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Figure 4.33 – Comparaison entre les structures de localisation pour deux calculs effectués
avec et sans zone affaiblie. Nous imposons un frétage pour les deux calculs.
Pour chaque calcul, nous montrons la structure de localisation qui corres-
pond au minimum de la largeur

4.3.3 Utilisation de tirages aléatoires

Si un problème aux limites théorique présente une infinité de solutions, la méthode des
éléments finis conduit à un nombre de solutions fini. Cependant, il n’est pas aisé de
les obtenir ni même d’en obtenir plusieurs. Afin d’avoir plusieurs solutions numériques,
Crochepeyre et al. [25], pour les milieux classiques puis, Bésuelle et al. [15] et Sieffert et
al. [90] ont montré que l’utilisation d’un champ de vitesse aléatoire dans la résolution
de l’algorithme de Newton-Raphson, permettait de faire émerger plusieurs solutions.
Classiquement, les vitesses au début du pas de temps sont choisies égales aux vitesses
en fin du pas précédent. Ce choix conduit dans la plupart des cas à une solution ho-
mogène. En imposant une initialisation aléatoire des vitesses il est possible d’obtenir
des solutions hétérogènes. Cet algorithme a été implémenté dans le code de calcul aux
éléments finis Lagamine [26]. Nous avons utilisé cet algorithme pour obtenir plusieurs
solutions localisées. Les paramètres choisis pour ces calculs (tableau 4.4) sont les pa-
ramètres de référence utilisés pour l’étude de sensibilité que nous verrons au prochain
chapitre.
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u2 P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ D
1 mm 20 MPa 12.2 GPa 0.215 32.5 MPa 9.6 MPa 4° 21° 0.03 0.00666 18° 1 N

Table 4.4 – Paramètres du modèle pour le calcul avec 16200 éléments et un tirage aléatoire

Afin de procéder à un tirage aléatoire nous n’utilisons pas d’élément affaibli. A deux
ou trois pas après que le critère de bifurcation soit satisfait, nous effectuons le tirage
aléatoire. Ce dernier n’est pas réalisé immédiatement au moment où le critère est
satisfait car, rappelons le, la largeur de la bande est alors infinie ([16]).

Figure 4.34 – Les différentes structures de bandes obtenus par le tirage aléatoire

Le tirage aléatoire nous a permis d’obtenir plusieurs structures de bandes. Nous présen-
tons ici uniquement les résultats de trois de ces structures, chacune ayant un nombre de
bandes différent, mais des orientations et épaisseurs identiques. La figure 4.35 montre
la dépendance du palier vis-à-vis du nombre de bandes. Plus le nombre de bandes
augmente, plus le palier de contrainte est élevé. Ceci a été observé par Bésuelle et al.
dans leurs travaux [16]. Plus le nombre de bandes augmente, plus il y a des points de
Gauss en charge plastique, plus donc les courbes se rapprochent de la réponse homo-
gène. Par contre nous observons que le nombre de bandes n’a que peu d’influence sur
la déformation volumique globale de l’échantillon.
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Figure 4.35 – Comparaison de la réponse mécanique pour les calculs sans éléments affaiblis
avec tirage aléatoire

Dans un second temps, nous avons effectué le tirage aléatoire pour différents pas. Afin
de comparer les largeurs de bande obtenues à chaque pas. La figure 4.36 montre que
la largeur de la bande décroit jusqu’au pas 46, puis elle réaugmente légèrement. Nous
retrouvons la même tendance que la courbe d’évolution de la largeur de bande des
calculs avec une zone affaiblie (figure 4.27).

����������	�
�	���������

Figure 4.36 – Comparaison de la réponse mécanique et des largeurs de bande (nous pre-
nons le minimum de la largeur) pour les calculs sans élément affaibli avec
des tirages aléatoires effectués à différents niveaux de raccourcissement
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4.4 Convergence du calcul

Nous avons rencontré des difficultés liées à la convergence du calcul, au moment de la
localisation. Ces difficultés sont dues d’une part à la localisation de la déformation dans
une bande assez fine. Puis, d’autre part au phénomène de snapback qui survient quand
l’adoucissement est très important. Nous présentons dans cette section les méthodes
utilisées afin de résoudre ces problèmes de convergence.

4.4.1 Technique d’intégration par sous pas

Nous utiliserons une intégration par sous-intervalles qui permet d’avoir un compromis
entre les requêtes d’économie et de précision ([27], [20]). Le paramètre αN permet de
calculer le nombre de sous-intervalles par pas de temps, ce paramètre est à définir
par l’utilisateur. Nous avons effectué plusieurs calculs afin de choisir la valeur αN qui
convenait le mieux.

Afin de procéder à une intégration par sous-intervalles, chaque pas est divisé en plu-
sieurs sous-intervalles. On intègre ensuite numériquement la loi constitutive sous-intervalle
après sous-intervalle. La longueur d’un sous-intervalle δt est définie par :

δt =
∆t

NINTV
(4.2)

où ∆t est l’incrément du pas de temps et NINTV le nombre de sous-intervalles. Le
choix de ce nombre reste toujours un problème à étudier. Il peut être constant au cours
de toute l’histoire du chargement et dans tout le domaine étudié comme c’est le cas
pour la plupart des lois constitutives dans Lagamine. Mais Wang [101] dans ses travaux
de thèse a proposé de faire varier ce paramètre dans le temps et dans l’espace. En ce
qui concerne les problèmes avec localisation de la déformation, cette variation aide
la convergence du calcul. En effet, en régime de post-localisation les déformations se
concentrent fortement dans les bandes de cisaillement. La non-linéarité du chemin de
contrainte augmente dans ces zones. Il devient d’une part difficile à suivre, et d’autre
part nécessite une précision supérieure puisque ce sont les zones qui nous intéressent le
plus.

Le nombre de sous-intervalles est calculé en chaque incrément de chargement et en
chaque point d’intégration par une équation qui fait intervenir l’incrément de déforma-
tion. Ce nombre est calculé à l’aide de la formule suivante :

NINTV = 1 +
ε̇N∆t

αN

(4.3)

avec :
˙εN =

√

ε̇2x + ε̇2y + ε̇2xy (4.4)
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où αN est une constante choisie a priori et qui correspond à une taille de sous intervalles.
L’équation (4.3) montre que NINTV varie linéairement en fonction de ∆εN = ε̇N∆t,
qui représente un incrément de la déformation équivalente. Ainsi le nombre de sous-
intervalles sera plus important au moment et à l’endroit où l’incrément de déformation
sera le plus important comme, par exemple, au moment de la localisation de la défor-
mation en bandes de cisaillement.

Le paramètre αN introduit permet d’avoir une valeur raisonnable du nombre de sous-
intervalles. Cependant son choix reste arbitraire et dépend de l’expertise numérique
de l’utilisateur. En ce sens le nombre de sous-intervalles peut être trop grand ou trop
petit si une mauvaise valeur de αN est utilisée. Pour éviter la première situation, une
limite de ce nombre doit être utilisée. Il est donc possible de fixer le nombre maximal
de sous-intervalles. L’équation suivante remplace l’équation (4.3) :

NINTV = min(1 +
ε̇N∆t

αN

, maxNINTV ) (4.5)

maxNINTV et αN valent par défaut dans Lagamine 100 et1 × 10−4 respectivement.
Les valeurs initialement définies dans Lagamine ne permettaient pas aux calculs avec
7200 éléments de converger. En effet le nombre de sous-intervalles obtenu par le calcul
était supérieur à 100. Ceci n’est pas suffisant pour obtenir la convergence du premier
pas localisé. Nous avons donc étudié l’influence du paramètre αN sur la convergence et
le temps de calcul (tableau 4.5). Tous ces calculs ont été effectués sur la même machine
en utilisant les mêmes paramètres constitutifs.

Étant donné qu’au cours du calcul il est possible de connaître la valeur de maxNINTV ,
il est facile de la définir. Nous avons retenue le valeur de 1500 pour maxNINTV , et
la valeur de 1× 10−5 pour αN .

αN 1× 10−7 1× 10−6 5× 10−6 1× 10−5 5× 10−5

Temps de calculs Plus de 4 jours Plus de 4 jours Plus de 4 jours 23 heures Plus de 4 jours

Table 4.5 – Durée des calculs pour un maillage de 7200 éléments et différentes valeurs de
αN

A l’issue de ces calculs, nous avons donc retenue la valeur de 1×10−5 pour αN . En ce qui
concerne les calculs avec 16200, nous avons estimé qu’il était nécessaire d’augmenter
le nombre de sous-intervalles maximal en raison de la finesse de la largeur de bande.
Nous l’avons fixé à 4000 au lieu de 1500 pour les calculs avec 7200 éléments. La valeur
de αN n’a pas été modifié et nous l’avons laissé à 1× 10−5.
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4.4.2 Problèmes de convergence liés au snapback

Le snapback est un phénomène qui peut être observé si le comportement du matériau
est relativement fragile (fort radoucissement), ou si la taille de la zone de localisation
est très faible par rapport à la taille de la structure. Afin de comprendre ce phénomène,
nous considérons une barre unidimensionnelle soumise à une traction et se déformant
de façon uniaxiale. Cette barre présente une localisation de la déformation.

Figure 4.37 – Localisation de la déformation dans une barre 1D

On désigne par i les variables à l’intérieur de la bande. Les variables à l’extérieur de la
bande sont notées par e. E représente le module de l’élasticité à l’extérieur de la bande
et Ep le module d’élasticité à l’intérieur de la bande. A l’équilibre on peut écrire :







∆εeE = ∆εiEp

∆εe < 0 ∆εi > 0
(4.6)

Après quelques développements, l’incrément de déplacement s’écrit sous la forme :

∆u = ∆εe
[

(L− l)Ep + lE

Ep

]

(4.7)

L’incrément de force s’écrit :
∆F = E∆εe (4.8)

Nous remarquons de l’équation (4.7), que si la largeur de la bande est très petite
l’incrément de déplacement s’écrit :

∆u ⋍ L∆εe (4.9)

Puisque ∆εe < 0 on en déduit que ∆u < 0. De ce fait :

∆F < 0⇒ ∆u < 0 (4.10)

L’équation (4.10) résume le phénomène du snapback. En effet, si la force diminue,
ce qui est le cas au moment de l’adoucissement, le déplacement n’augmente pas mais
diminue. Le snapback induit dans la plupart des cas des problèmes de convergence pour
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un calcul numérique contrôlé en déplacement. Il se peut que le calcul converge vers une
solution, néanmoins cette solution ne peut être considérée avec confiance comme un
état possible accessible par la structure, à partir du moment où le chemin d’équilibre
n’a pas été suivi. Il est donc nécessaire d’utiliser d’autres méthodes de pilotage, comme
les méthodes de longueur d’arc ([102], [85], [30]).

Il n’y a pas de méthodes testées et fiables à notre connaissance dans le code de calcul
Lagamine qui permet de résoudre les problèmes du snapback. Nous avons donc utilisé
une méthode rudimentaire simple qui permet de dépasser le snapback, et de pour-
suivre le calcul après cette phase de snapback, afin d’explorer la suite de la réponse,
en particulier le palier de contrainte. Pour éviter la non convergence d’un calcul dû au
phénomène de snapback, nous décidons de modifier temporairement la valeur D dans
la zone où la vitesse de l’adoucissement est la plus forte. Ainsi, nous pouvons contrôler
la pente post localisé de la courbe de chargement et éviter le phénomène de snapback.
La méthode de calcul consiste à faire une reprise du calcul à partir du moment où nous
rencontrons un problème de convergence à cause du snapback. En faisant cette reprise
nous utilisons une valeur du paramètre second gradient D supérieure à la valeur ini-
tiale, on diminue de ce fait considérablement l’adoucissement en augmentant la largeur
de la bande. Puis une fois que le calcul converge nous faisons une deuxième reprise, en
revenant cette fois à la valeur initiale de D. Une question se pose alors sur le niveau de
raccourcissement où effectuer la seconde reprise de calcul avec la valeur initiale de D.
Afin de répondre à cette question et de tester la méthode, nous l’avons appliquée à un
calcul qui ne présente initialement pas de snapback. Nous avons ensuite comparer les
largeurs de bandes, les courbes de contrainte et de déformation volumique globale. Nous
allons donc comparer les calculs sans snapback avec deux autres calculs. Le premier où
la reprise avec la valeur de D initiale et faite tôt au niveau du raccourcissement, et un
deuxième calcul où cette reprise est faite plus tard (figure 4.38).
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Figure 4.38 – Schéma d’évolution du paramètre D expliquant la définition des reprises tôt
et tard
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Figure 4.39 – Évolution de la contrainte déviatorique pour les calculs avec reprise de cal-
culs afin de tester la méthode de résolution du snapback

Nous avons tracé (figure 4.39) l’évolution de la contrainte déviatorique en fonction du
raccourcissement axial normalisé pour trois calculs. Le premier calcul ne présente pas
de snapback et la valeur de D utilisée est de 1N . Nous effectuons une reprise de ce
calcul quelques pas après le pic (le snapback se présente souvent à ce niveau) afin de
modifier la valeur de D à 4N . Puis ce même calcul est repris pour imposer à nouveau
D = 1N . Le troisième calcul suit le même principe que le deuxième, à la différence
que la reprise avec D = 1N est faite plus tôt. Nous avons utilisé les mêmes paramètres
(tableau 4.4) pour les trois calculs à l’exception de D.

Figure 4.40 – Évolution de la déformation volumique globale (partie plastique) pour les
calculs avec reprise afin de tester la méthode de résolution du snapback
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Les courbes de contrainte (figure 4.39) montrent que le moment de la reprise pour
imposer la valeur de D initiale n’a pas d’effets sur le palier de contrainte, la déformation
volumique (figure 4.40) ainsi que l’orientation de la bande ( figure 4.41).

Figure 4.41 – Évolution de la largeur et de l’orientation de la bande pour les calculs avec
reprise de calculs afin de tester la méthode de résolution du snapback

La comparaison des largeurs de bande pour les trois calculs montre clairement que, afin
de retrouver le minimum de la largeur de la bande initiale, il est important de faire la
reprise le plus tôt possible. Nous déduisons de ces résultats que la solution proposée
pour la résolution du snpaback est efficace à condition que la reprise avec la valeur de
D initiale soit faite tôt au niveau du raccourcissement.

4.5 Conclusions

Nous avons présenté à travers ce chapitre les outils développés dans le cadre de cette
thèse à l’aide du logiciel Matlab. Ces outils permettent de calculer la déformation
volumique, la largeur et l’orientation de la bande, ainsi que de connaître la nature de
la bande (compactante ou dilatante).
A partir de ces outils nous avons pu choisir le maillage que nous avons jugé approprié
pour nos calculs. Nous avons également défini la valeur du paramètre second gradient
qui permettait d’obtenir une largeur de bande d’environ 1 mm. Les prochains calculs
seront donc effectués avec un maillage de 16200 éléments et une valeur de D de l’ordre
de 1N .

Nous avons effectué plusieurs calculs pour connaître les conditions aux limites à imposer
au problème. Nous avons ainsi montré que le fait d’utiliser une zone affaiblie avait un
impact uniquement sur l’initiation de la localisation. Quant au frétage, il influence le

106



Choix des paramètres numériques

seuil de localisation et ne permet pas d’avoir une solution localisée avec uniquement
une bande. Pour toutes ces raisons, nous avons choisis d’effectuer les calculs avec une
zone affaiblie sans utiliser de frétage.
Nous avons montré comment surmonter les problèmes de convergence rencontré à cause
du phénomène de snapback et du nombre de sous pas calculés pour l’intégration.
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CHAPITRE 5

Étude de sensibilité sur le calcul hétérogène

Ce chapitre présente la partie la plus importante des travaux de thèse. Il comporte
l’étude de sensibilité des observables expérimentaux par rapport aux paramètres de la
loi enrichie. L’originalité de ce travail tient au fait que l’étude de sensibilité porte sur
la partie hétérogène du calcul. Cette étude de sensibilité n’a de sens que parce que
nous avons accès aux observables extraits des essais expérimentaux grâce à l’analyse
par corrélation d’images. Cette étude a été menée sur les paramètres suivants : le
frottement final, la cohésion finale, la dilatance, le paramètre βc, le paramètre βϕ et le
paramètre second gradient D.

Nous allons montrer dans ce chapitre l’influence qualitative et quantitative de ces pa-
ramètres sur les observables numériques suivants : le pic de contrainte, le palier de
contrainte, la déformation axiale au pic, la déformation volumique globale, la largeur
de la bande ainsi que son orientation. Puisque la largeur et l’orientation évoluent sensi-
blement pendant le calcul, nous prendrons en compte le minimum de largeur de bande
et l’orientation qui correspond à ce minimum. Le palier de contrainte sera défini par la
valeur minimale de la contrainte déviatorique après le pic de contrainte.
Nous avons déduit à partir de cette étude de sensibilité, une matrice de sensibilité, qui
sera utilisée pour l’optimisation des observables. Nous pouvons ainsi établir des com-
binaisons de variations de nos paramètres constitutifs permettant de ne faire changer
qu’un seul observable à la fois.
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5.1 Calcul de référence

Nous avons défini précédemment le jeu de paramètres qui sera utilisé pour l’étude de
sensibilité. La valeur des paramètres choisis permet d’avoir un faible adoucissement. Ils
visent ainsi à éviter d’avoir du snapback au cours du calcul hétérogène. Afin d’obtenir
le palier de contrainte, nous avons imposé des déplacements importants (supérieurs à
0.02). Malgré les précautions prises, il y a quelques calculs où nous n’avons pas pu
obtenir le palier. Soit un comportement de type snapback a été rencontré, soit le rac-
courcissement nécessaire pour avoir le palier était trop important.
Pour ce qui est du confinement à 20 MPa, chaque paramètre (à l’exception du para-
mètre second gradient) a été étudié individuellement en modifiant 5 fois la valeur de
ce paramètre. Le premier calcul est celui de référence (tableau 5.1), puis deux calculs
avec deux valeurs inférieures et deux valeurs supérieures à cette référence. En ce qui
concerne l’étude de sensibilité du paramètre second gradient D, nous ne diminuons ce
paramètre qu’une seule fois par rapport à sa valeur de référence. Nous évitons ainsi
d’avoir une largeur de bande trop fine qui pourra mettre en cause l’objectivité des
calculs. 3 calculs sont donc effectués avec une valeur du paramètre D plus grande que
celle de référence. Au total, nous avons donc réalisé 30 calculs différents.
Pour le confinement de 30 MPa, nous effectuons 3 calculs pour chaque paramètre, dont
un avec une valeur inférieure à la valeur de référence, et un autre avec une valeur
supérieure. Nous avons donc réalisé 18 calculs différents. Le calcul effectué avec les
paramètres de référence est représenté par la courbe bleue dans tout ce qui suivra.

P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ D
20 MPa 12.2 GPa 0.215 32.5 MPa 9.6 MPa 4° 21° 0.03 0.00666 18° 1 N

Table 5.1 – Paramètres utilisés pour le calcul de référence

Nous présentons ici les résultats du calcul de référence pour les confinements à 20 et 30
MPa. Ces résultats consistent en une courbe de chargement (contrainte déviatorique
en fonction du raccourcissement axial normalisé), la courbe de déformation volumique,
puis l’évolution de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction du raccour-
cissement. La figure 5.1 montre les résultats obtenus pour le calcul effectué avec les
paramètres de référence et un confinement de 20 MPa. Nous notons sur cette courbe
que la réponse post pic présente peu d’adoucissement. La largeur de la bande continue
d’augmenter et nous pensons que c’est cette augmentation qui induit le changement
d’orientation dans la bande. En effet, quand la bande s’élargit certains point de Gauss
qui étaient en charge élastique se mettent à charger plastiquement. Nous avons re-
marqué en observant l’évolution de la bande, que les points qui se mettent à charger
plastiquement, ne sont pas symétriques par rapport à la bande initiale. Il se retrouve
dans le coté supérieur droit de la bande plus que dans le coté inférieur. Par conséquence
la bande change d’orientation. Cette dernière augmente d’un peu moins de 4°.
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Figure 5.1 – Résultats du calcul effectué avec les paramètres de référence et un confinement
de 20 MPa

En ce qui concerne les résultats du calcul avec les paramètres de référence et un confi-
nement de 30 MPa (figure 5.2), nous pouvons faire les mêmes remarques que celles
faites pour le calcul avec 20 MPa de confinement. Nous notons de plus que le pic de
contraintes pour ce calcul est supérieur au pic du calcul effectué avec un confinement de
20 MPa. Ceci est normal puisque le matériau est frottant et présente une dépendance
par rapport à la pression moyenne. La largeur de la bande et son orientation ne sont
pas affectées par le changement de confinement.
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Figure 5.2 – Résultats du calcul effectué avec les paramètres de référence et un confinement
de 30 MPa

5.2 Étude de sensibilité sur la cohésion finale et le
paramètre βc

Nous présentons ici les résultats de l’étude de sensibilité effectuée sur la cohésion finale
ainsi que le paramètre βc, qui permet de contrôler la variation de la cohésion au cours
du chargement. Nous montrons dans ce qui suit l’influence de la variation de ces deux
paramètres sur la courbe de contrainte, de déformation volumique ainsi que sur la
largeur et l’orientation de la bande.
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5.2.1 Étude de sensibilité sur la cohésion
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Figure 5.3 – Étude de sensibilité sur le paramètre cf pour un confinement de 20 MPa

La figure 5.3 représente le résultat de l’étude de sensibilité sur cf pour un confinement
de 20 MPa. A partir de la valeur de référence, le paramètre est augmenté puis diminué
deux fois de 1 MPa. Nous remarquons sur la courbe de contrainte que plus cf diminue
plus l’adoucissement est important. Le calcul avec la valeur cf=7.6 MPa ne converge
pas à cause du phénomène de snapback. L’augmentation de cf retarde le seuil de
localisation, de plus elle fait augmenter le pic et le palier de contrainte. En augmentant
la cohésion finale on retarde la dilatance induite par la localisation. Nous avons noté
que la largeur de la bande est légèrement sensible à cf , en augmentant la cohésion
finale on augmente sensiblement la largeur de la bande. En effet, la largeur de la bande
ne dépend pas seulement du paramètre second gradient mais aussi du déterminant du
tenseur acoustique donc des paramètres de la partie classique de la loi constitutive
[16]. Ce dernier dépend en particulier de la pente de la courbe de chargement après
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le pic. Cela peut expliquer l’influence de la cohésion finale sur la largeur de la bande.
L’orientation de la bande n’a subi aucune modification significative suite à la variation
de cf .
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Figure 5.4 – Étude de sensibilité sur le paramètre cf pour un confinement de 30 MPa

Pour un confinement de 30 MPa nous observons les mêmes tendances que pour un
confinement de 20 MPa. Le fait d’accroitre la cohésion finale, retarde l’initiation de
la localisation, il augmente le pic et le palier de contrainte. La dilatance est retardée
quand cf augmente. Néanmoins, la variation de ce paramètre n’a pas d’impact sur
l’orientation de la bande et fait varier sensiblement la largeur de la bande.
La figure 5.5 montre l’influence de cf sur tous les observables, pour les calculs effectués
avec les deux confinements de 20 et 30 MPa. Ceux-ci sont tous sensibles à la variation
de la cohésion finale à l’exception de l’orientation de la bande (les variations sont jugées
insignifiantes).
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Figure 5.5 – Influence de la variation du paramètre cf sur les observables pour les confi-
nements de 20 et 30 MPa

5.2.2 Étude de sensibilité sur le paramètre βc

Afin d’évaluer l’influence du paramètre βc sur les observables, celui-ci est diminué et
augmenté deux fois d’une valeur de 0.005 par rapport à sa valeur de référence. Les
résultats de l’étude de sensibilité sur βc sont montrés sur les figures 5.6 et 5.7.
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Figure 5.6 – Étude de sensibilité sur le paramètre βc pour un confinement de 20 MPa

La figure 5.6 montre que l’augmentation de βc induit une augmentation du pic de
contrainte, et a peu d’influence sur le palier de contrainte. Plus βc est important plus
la localisation est retardée. L’accroissement de ce paramètre retarde le régime dilatant
sur la courbe de déformation volumique. Étant donné l’influence du paramètre βc sur
la pente de la courbe de chargement après le pic, la largeur de la bande montre une très
légère sensibilité vis-à-vis de ce paramètre. En augmentant βc on diminue légèrement
la largeur de la bande. L’influence βc sur l’orientation de la bande est négligeable.
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Figure 5.7 – Étude de sensibilité sur le paramètre βc pour un confinement de 30 MPa

Pour un confinement de 30 MPa (figure 5.7), le pic de contrainte ainsi que la déforma-
tion axiale au pic croissent en fonction de βc. Le palier est peu sensible à la variation
de βc. Nous observons sur les courbes de déformations volumiques que plus la valeur
de βc est importante plus le régime dilatant est retardé. La largeur de la bande baisse
sensiblement avec l’augmentation de βc. L’orientation de la bande n’est pas influencée
par ce paramètre.

La figure 5.8 résume les résultats de l’étude de sensibilité sur le paramètre βc pour les
confinements à 20 et 30 MPa, en modifiant ce paramètre nous modifions tous les obser-
vables, à l’exception de l’orientation de la bande, ainsi que la largeur (les corrections
ne sont pas significatives au regard de l’incertitude et des précisions expérimentales).
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Figure 5.8 – Influence de la variation du paramètre βc sur les observables pour les confi-
nements à 20 et 30 MPa

5.3 Étude de sensibilité sur le frottement final et le
paramètre βϕ

Nous allons étudier dans cette section l’influence du frottement final ainsi que le para-
mètre βϕ sur les observables, pour les deux confinements de 20 et 30 MPa.
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5.3.1 Étude de sensibilité sur le frottement final

Afin de savoir comment ϕf influe sur les observables, nous avons fait varier ϕf entre 19
et 23 ° pour un confinement de 20 MPa. La figure 5.9 montre l’impact de la variation
du frottement final sur les observables.
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Figure 5.9 – Étude de sensibilité sur le paramètre ϕf pour un confinement de 20 MPa

Nous remarquons pour les calculs effectués avec un confinement de 20 MPa (figure
5.9), que plus ϕf est important plus le durcissement est important. En réduisant ϕf

l’adoucissement devient prédominant et la courbe de chargement est de plus en plus
raide après le pic. Les calculs avec ϕf = 17° et ϕf = 19° présentent du snapback. Le
pic et le palier de contrainte sont très sensibles à la variation du frottement final. Entre
le calcul avec ϕf = 21° et le calcul avec ϕf = 25°, le pic et le palier de contrainte,
ont respectivement augmenté de 20 et 29 MPa. La déformation axiale au pic augmente
sensiblement avec l’augmentation du frottement final, tandis que la dilatance diminue
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avant et après la localisation. La largeur de la bande augmente avec l’augmentation de
ϕf , mais l’orientation de la bande est légèrement sensible à la variation de ϕf .
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Figure 5.10 – Étude de sensibilité sur le paramètre ϕf pour un confinement de 30 MPa

La figure 5.10 montre l’impact de la variation de ϕf sur les observables pour les calculs
effectués avec 30 MPa de confinement. Nous remarquons que comme pour les calculs
avec un confinement de 20 MPa, la diminution du frottement final augmente l’adou-
cissement. Toutefois, le calcul avec ϕf = 19° ne présente pas de snapback pour le
confinement de 30 MPa, cela met en évidence la dépendance de ce paramètre au confi-
nement, ceci a déjà été expliqué pour l’étude de sensibilité sur les essais homogènes. Le
palier de contrainte ainsi que la déformation volumique sont sensibles aux variations
de ϕf . De plus, en augmentant ce dernier, nous augmentons la largeur de la bande. Ce
paramètre a une légère influence sur l’orientation de la bande.

La figure 5.11 montre les résultats de l’étude de sensibilité sur le frottement final pour
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les deux confinements de 20 et 30 MPa. Nous déduisons de ces données, que le pic et
le palier de contrainte ainsi que la déformation axiale au pic, sont plus sensibles au
variation du frottement final pour un confinement de 30 MPa que pour un confinement
de 20 MPa.
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Figure 5.11 – Influence de la variation du paramètre ϕf sur les observables pour les confi-
nements à 20 et 30 MPa

5.3.2 Étude de sensibilité sur le paramètre βϕ

Concernant l’étude de sensibilité sur βϕ, la figure 5.12 montre clairement que l’aug-
mentation de βϕ fait diminuer le pic et augmente la déformation axiale au pic, tout
en gardant le palier constant. De plus ce paramètre a peu d’influence sur la déforma-
tion volumique après l’initiation de la localisation. Cependant l’augmentation de βϕ a
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comme conséquence de varier la largeur de la bande en maintenant l’orientation relati-
vement constante. Ce paramètre aura un rôle important dans l’optimisation, il permet
de faire varier le pic de contrainte sans varier le palier.

� ����� ���� ����� ���� ����� ����
�

��

��

��

	�

���

���

���

�����������	
	����������
����� 
 �
�
��

�
���

�
�
�
�
�
��
�
�
�

�

��������

�

��������

�

��������

�

��������

�

�����	��

� ����� ���� ����� ���� ����� ����

������

�����

������

�����

������

�

�����

�����������	
	����������
����� 
 �
�
��

�
���

�
�
��
�

�

��������

�

��������

�

��������

�

��������

�

�����	��

����� ���� ����� ����
�

���

���

���

��	

�

���

���

���
����

��

�����������	
	����������
����� 
 �
�
��

�
���

�
�
��
	
�
�
�

�

�

��������

�

��������

�

��������

�

��������

�

�����	��

����� ���� ����� ����
��

����

��

����

��

����

�	

�	��

��

�����������	
	����������
����� 
 �
�
��

�
���

�
��
	
�
��
��
�
�
�
��

�

��������

�

��������

�

��������

�

��������

�

�����	��

Figure 5.12 – Étude de sensibilité sur le paramètre βϕ pour un confinement de 20 MPa

La figure 5.13 montre que la déformation axiale au pic varie légèrement avec la variation
de βϕ pour un confinement de 30 MPa contrairement à un confinement de 20 MPa.
Le pic et le palier de contrainte semblent avoir la même sensibilité vis-à-vis de βϕ

quel que soit le confinement imposé. Pour les deux confinements, on remarque que la
largeur de la bande croit avec l’accroissement de βϕ. La déformation volumique (après
la localisation) ainsi que l’orientation de la bande sont très peu influencées par la
modification de βϕ.
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Figure 5.13 – Étude de sensibilité sur le paramètre βϕ pour un confinement de 30 MPa

La figure 5.14 résume l’étude de sensibilité effectué sur βϕ. Ce paramètre permet de
modifier le pic, tout en gardant le palier et la déformation axiale au pic quasi constants.

122



Étude de sensibilité sur le calcul hétérogène

�
��

�

�
��
	�
��
��
�
�
��
��

��������������������

��������������������

� 	 � ��


���
��

���

���

���

���

�
�
���

�
��
��
�
�
��

� 	 � ��


���
��

�����

����

�����

�����

�
�
���

�
��
�
�
��
��
�
��
�
��
�	
��


��
��

� 	  � � ��


���
��

���

���

���

���

���

���

��

�
�
���

�
��
�
	

��
�
�

� 	  � � ��


���
��

�	��

�	��

�	�	

�	��

�

�
�
���

�
��
	�
��
��
�
�
��
��

� 	  � � ��


���
��

��

���

���

���

���

�
�
���

�
��
�	
��
��
�
��

Figure 5.14 – Influence de la variation du paramètre βϕ sur les observables pour les confi-
nements à 20 et 30 MPa

5.4 Étude de sensibilité sur l’angle de dilatance et le
paramètre second gradient D

Nous proposons ici l’étude de sensibilité effectuée sur l’angle de dilatance ainsi que sur
le paramètre second gradient D. Nous allons analyser l’influence de ces paramètres sur
les observables.
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5.4.1 Étude de sensibilité sur l’angle de dilatance

Pour un confinement de 20 MPa, nous faisons varier l’angle de dilatance de 14 à 22°,
puis nous observons l’influence de ces variations sur les observables numériques.
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Figure 5.15 – Étude de sensibilité sur le paramètre Ψ pour un confinement de 20 MPa

A 20 MPa de confinement, nous remarquons (figure 5.15) que le pic croît très faiblement
avec la dilatance, puisque l’augmentation de la dilatance de 8° conduit à une variation
du pic de moins de 2 MPa. Les courbes de déformation volumique sont affectées par
la variation Ψ, avant et après la localisation. En augmentant l’angle de dilatance,
on réduit la déformation axiale au pic tout en augmentant faiblement le palier de
contrainte. L’orientation de la bande croit avec Ψ, celle-ci augmente de près de 4°
quand Ψ augmente de 8°. La largeur de la bande est peu influencée par la modification
de l’angle de dilatance.
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Figure 5.16 – Étude de sensibilité sur le paramètre Ψ pour un confinement de 30 MPa

La figure ci-dessus montre les résultats de l’étude de sensibilité sur l’angle de dilatance
pour un confinement de 30 MPa. Les résultats obtenus sont similaires à ceux trouvés
pour le confinement de 20 MPa. Nous remarquons que le pic de contrainte est très peu
sensible à la variation de la dilatance. L’augmentation de ce dernier retarde l’initia-
tion de la localisation et augmente légèrement le pic de contrainte. Les déformations
volumiques sont très sensibles à la dilatance, puisque l’augmentation de celle-ci fait
augmenter la pente de dilatance après le pic. La largeur de la bande change peu en
fonction de la dilatance, mais celle-ci influence fortement son orientation.
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Figure 5.17 – Influence de la variation du paramètre Ψ sur les observables pour les confi-
nements à 20 et 30 MPa

L’étude de sensibilité sur la dilatance (figure 5.17) pour les confinements de 20 et 30
MPa, révèle que ce paramètre a beaucoup d’influence sur les déformations volumiques
ainsi que l’orientation de la bande. Il a peu d’effet sur la largeur de la bande, il fait aussi
peu varier le pic et la palier de contrainte, mais il a un impact sur la déformation axial
au pic. Il aura un rôle important quand à l’optimisation de la déformation volumique.

5.4.2 Étude de sensibilité sur le paramètre second gradient D

Afin de connaître l’impact de la variation du paramètre second gradient D sur les
observables, nous effectuons plusieurs calculs en variant D de 0.75N à 2.5N .
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Figure 5.18 – Étude de sensibilité sur le paramètre D pour un confinement de 20 MPa

Les résultats de l’étude de sensibilité sur D pour un confinement de 20 MPa sont
montrés sur la figure 5.18. Nous en déduisons que D a très peu d’influence sur le
pic et le palier de contrainte ainsi que la déformation axiale. En augmentant D le
radoucissement après le pic devient moins fort. La variation de D n’a pas d’impact sur
l’orientation de la bande. Cependant la largeur de la bande augmente significativement
avec l’augmentation de ce paramètre. En variant D de 0.75N à 2.5N on augmente la
largeur de 0.7 mm. D est le paramètre principal qui permet de faire varier la largeur
de la bande.
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Figure 5.19 – Étude de sensibilité sur le paramètre D pour un confinement de 30 MPa

Pour l’étude de sensibilité effectuée avec un confinement de 30 MPa sur D (figure 5.19).
Nous retrouvons les mêmes résultats obtenus pour les calculs avec un confinement de 20
MPa. Le paramètre second gradient a une grande influence sur la largeur de la bande,
en multipliant la valeur de D par deux, nous avons multiplié la largeur de la bande par
1.19. Ce paramètre a très peu d’influence sur le reste des observables.
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Figure 5.20 – Influence de la variation du paramètre D sur les observables pour les confi-
nements à 20 et 30 MPa

La figure 5.20 résume les résultats de l’étude de sensibilité sur D pour les deux confi-
nements de 20 et 30 MPa. Ces résultats montrent clairement l’influence de D sur la
largeur de la bande. En effet, c’est le paramètre essentiel qui permet de varier la largeur
de la bande. Il sera donc utilisé à cet effet lors de l’optimisation des observables.

5.5 Matrice de sensibilité

Après avoir effectué une étude de sensibilité détaillée sur les paramètres, cf , ϕf , βc,
βϕ, Ψ et D, nous avons utilisé la méthode des différences finies afin de calculer la
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sensibilité de chaque observable vis-à-vis des paramètres de la loi constitutive. Nous
avons ensuite déterminé la matrice de sensibilité qui sera utilisée pour l’optimisation.
Étant donné que la largeur de la bande est contrôlée essentiellement par le paramètre
second gradient, nous ne prendrons pas en compte cet observable dans la matrice de
sensibilité. Elle pourrait en effet être optimisée distinctement des autres observables.
Nous allons exclure la déformation volumique de la matrice de sensibilité. Celle-ci sera
optimisée grâce à l’angle de dilatance qui a un impact essentiellement sur la courbe de
variation de volume. Nous ne prendrons pas en compte l’orientation de la bande dans
la matrice de sensibilité puisque l’orientation obtenue durant les calculs, correspond à
ce qui est observé expérimentalement.

La matrice de sensibilité A est définie à partir de la relation 5.1. Dans cette relation les
termes à gauche désignent les variation du pic et du palier de contrainte ainsi que de
la déformation axiale au pic que l’utilisateur souhaite obtenir pour des confinements
de 20 et 30 MPa. A droite nous avons les variations de paramètres qui permettent
d’atteindre cet objectif.

















∆Pic20
∆Def20
∆Pal20
∆Pic30
∆Def30
∆Pal30

















= A×

















∆βc

∆βϕ

∆cf
∆ϕf

∆D
∆Ψ

















(5.1)

Où A vaut :

A =

















833.33 −3030.3 1.58 5.78 0.066 0.15
0.16 0.16 0.0006 0.0016 0.000074 −0.00028
156.25 −250 4.76 8.62 1.26 0.6
800 −3676.47 2.2 7.09 0.06 0.23
0.18 0.55 0.001 0.0021 0.00007 −0.0045
347.22 −312.5 4.78 8.33 1.96 0.6

















(5.2)

et A−1 inverse de A vaut :

A−1 =

















0.0329 −0.000781 22.634 −11.05 −14.439 0.795
−0.00225 0.000193 −1.892 0.934 1.0854 −0.0275
0.0111 −0.000292 9.12 −4.19 −6.55 0.345
−0.0281 0.000445 −19.4 9.50 12.3 −0.702
0.000170 −0.0000146 0.146 −0.0711 −0.0824 −0.0193
−0.00654 0.000131 −5.32 2.43 4.42 −0.208

















(5.3)
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5.6 Introduction du frottement apparent et de la co-
hésion apparente dans la matrice de sensibilité

Comme pour les calculs homogènes, les calculs hétérogènes ont montré que les para-
mètres liés au frottement et qui sont βϕ et ϕf , sont ceux pour lesquels nous avons une
disparité sur les résultats entre un confinement de 20 MPa et un confinement de 30
MPa. Ceci risque d’être problématique pour l’optimisation. En effet, si les paramètres
utilisés pour l’optimisation font intervenir βϕ et ϕf , nous ne pourrons nous approcher
simultanément des pics à 20 et 30 MPa.

Afin résoudre ce problème nous introduisons la cohésion et le frottement apparent dans
la matrice de sensibilité. Ces deux observables sont calculés à partir de la pente et de
l’ordonnée à l’origine de la droite définie par les pics de contraintes dans le plan Iσ−IIσ̂
(figure 5.21).
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Figure 5.21 – Pics de contraintes dans le plan Iσ − IIσ̂ pour les calculs effectués avec les
paramètres de référence et les deux confinements de 20 et 30 MPa

La droite passant par les deux points s’exprime de la manière suivante ([4]) :

IIσ̂ = −mIσ + k (5.4)

m et k sont les coefficients de la droite définie par les pics de contrainte dans le plan
Iσ − IIσ̂. Pour calculer IIσ̂, nous avons besoin de la contrainte hors plan σz, pour
la calculer nous faisons une moyenne des contraintes de chaque point de Gauss de
chaque élément. Après avoir déterminer les coefficients m et k, il est facile de calculer
la cohésion apparente ca et le frottement apparent ϕa :







sinϕa =
3
√
3m

2+m
√
3

ca =
tanϕak

3m

(5.5)
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5.6.1 Complément de l’étude de sensibilité

Afin de pouvoir introduire les nouveaux observables ca et ϕa dans la matrice de sen-
sibilité, il est nécessaire d’étendre l’étude de sensibilité à ces deux observables. Nous
allons donc analyser l’influence des paramètres sélectionnés pour l’étude de sensibilité
sur ca et ϕa.

Les résultats de cette étude de sensibilité sont présentés ci-dessous (figure 5.22, 5.23,
5.24, 5.25, 5.26 et 5.27). Nous constatons que pour tous les paramètres (à l’exception
de βϕ), ϕa augmente avec l’augmentation du paramètre. Cette augmentation n’indique
pas nécessairement que le pic augmente. En effet si ϕa augmente et que ca diminue il
est difficile de déduire le comportement du pic de contrainte. ca a tendance à diminuer
avec l’augmentation de tous les paramètre hormis βc.
Pour βc et βϕ, les deux observables ca et ϕa évoluent avec la même tendance (figures
5.23 et 5.25). Nous pouvons donc en déduire qu’en augmentant βc et βϕ respectivement,
nous augmentons et diminuons le pic. En ce qui concerne les figures 5.22, 5.24 et 5.26, il
est difficile de savoir directement à partir de ces figures comment évolue le pic, puisque
ca et ϕa ne varient pas de la même façon. En prenant en compte l’échelle de la figure
5.27 nous remarquons que ca et ϕa varient peu en fonction de D. Ce paramètre a donc
très peu d’influence sur le pic.
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Figure 5.22 – Sensibilité de ca et ϕa à la cohésion finale
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Figure 5.23 – Sensibilité de ca et ϕa au paramètre βc
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Figure 5.24 – Sensibilité de ca et ϕa au frottement final
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Figure 5.25 – Sensibilité de ca et ϕa au paramètre βϕ
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Figure 5.26 – Sensibilité de ca et ϕa à l’angle de dilatance
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Figure 5.27 – Sensibilité de ca et ϕa au paramètre second gradient D

Une fois cette étude de sensibilité terminée il est essentielle de redéfinir la matrice de
sensibilité. En effet, nous avons introduit deux observables à cette étude de sensibilité
qui sont la cohésion apparente et le frottement apparent. La matrice n’est donc plus
carrée puisque nous avons 8 observables et 6 paramètres constitutifs. Pour des aspects
pratiques, nous pouvons ajouter à ces 6 paramètres le frottement initial ainsi que la
cohésion initiale afin que la matrice redevienne carrée et inversible.
Nous avons utilisé dans l’optimisation (chapitre suivant) la première matrice de sensibi-
lité définie sans les deux observables ca et ϕa. En effet, étant donné que nous travaillons
avec seulement deux confinements nous avons estimé qu’il n’était pas nécessaire d’uti-
liser ces deux observables. Ces derniers peuvent être utilisés si nous disposions d’une
campagne d’essais expérimentaux plus complète. Cependant, ils doivent être utilisés
avec précautions. Car, ces deux paramètres dépendent du pic de contrainte, il y aura
donc une dépendance entre les observables. Il est connu que le fait d’avoir une dé-
pendance entre les données, réduit significativement les chances d’obtenir une solution
optimisée à l’aide de l’analyse inverse. Il serait donc peut être mieux d’utiliser ca et
ϕa dans la matrice de sensibilité sans prendre en compte les pics de contraintes, et
de vérifier indépendamment de la procédure d’analyse inverse que les valeurs du pic
de contrainte numérique correspond à ce qui est obtenu numériquement. Ou bien de
n’utiliser qu’un pic de contrainte pour un seul confinement, associé à ca et ϕa.
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5.7 Conclusions

Nous avons présenté à travers ce chapitre l’étude de sensibilité effectuée sur 6 para-
mètres constitutifs qui sont : la cohésion finale, le frottement final, βc, βϕ, l’angle de
dilatance ainsi que le paramètre second gradient D. Cette étude de sensibilité vise à dé-
finir la matrice de sensibilité afin de pouvoir procéder à l’optimisation des observables.
Les résultats de cette étude sensibilité sont résumés au tableau 5.2. Nous pouvons
néanmoins souligner les points suivants :
• Le pic et le palier de contraintes sont très sensibles à la cohésion finale et au frotte-

ment final
• βϕ permet de modifier le pic de contrainte en gardant la déformation axiale quasi

constante et sans apporter de modifications importantes aux autres observables
• La déformation volumique est très sensible à l’angle de dilatance, ce paramètre mo-

difie de manière significative le régime dilatant après le pic
• Le paramètre second gradient permet de modifier la largeur de la bande, en changeant

peu les autres observables
Nous avons remarqué que la sensibilité du pic par rapport à ϕf et βϕ variait selon le
confinement imposé. Pour dépasser cette difficulté nous avons introduit deux nouveaux
observables qui sont la cohésion apparente et le frottement apparent. Ces deux obser-
vables permettraient d’optimiser le pic de contrainte à la fois pour le confinement de
20 et de 30 MPa, quel que soit le paramètre utilisé pour cette optimisation. Cependant
l’optimisation que nous proposons dans le cadre de cette thèse ne tient pas compte de
ces deux observables.
Maintenant que la matrice de sensibilité est obtenue il est possible de procéder à l’op-
timisation des observables, celle-ci sera présentée au prochain chapitre.

❵
❵
❵
❵
❵
❵
❵
❵
❵
❵

❵
❵
❵
❵❵

Paramètre
Observable

Pic Def Palier εv Larg Ori

cf ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ◦
βc ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ◦
ϕf ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
βϕ ∗ ∗ ◦ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ◦
Ψ ◦ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ◦ ∗ ∗ ∗
D ◦ ◦ ∗ ◦ ∗ ∗ ∗ ◦

Table 5.2 – Résumé des résultats de l’étude de sensibilité, les symboles utilisés dans le
tableau désignent :
∗ ∗ ∗ forte influence, ∗ ∗ moyenne influence, ∗ faible influence et ◦ influence
négligeable
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CHAPITRE 6

Optimisation des observables

Ce chapitre a pour objectif de présenter la méthode d’optimisation qui s’appuie sur les
résultats de l’étude de sensibilité abordée au chapitre 5. Cette méthode consiste à ob-
tenir une combinaison de jeux de paramètres qui permet d’optimiser chaque observable
indépendamment des autres. Seule l’orientation de la bande sera exclue de cette op-
timisation, puisque les orientations de bandes obtenues numériquement correspondent
aux orientations de bandes observées expérimentalement. Le palier de contrainte a
été corrigé uniquement pour l’optimisation de la largeur. Au moment où nous avons
effectué cette optimisation, nous ne disposions pas des données nécessaires pour corri-
ger le palier pour tous les observables. Cependant, nous montrerons qu’il est possible
d’optimiser le palier de contrainte. Il est donc tout à fait possible d’utiliser le jeu de
paramètres utilisé pour l’optimiser afin de le corriger. Les observables optimisés sont
donc le pic et le palier de contrainte, la déformation axiale au pic, la déformation vo-
lumique ainsi que la largeur de la bande.
En plus de l’optimisation nous présenterons dans ce chapitre une évolution de la loi
de comportement par l’introduction d’un angle de dilatance variable dans les calculs.
L’introduction de cette variation fera intervenir de nouveaux paramètres constitutifs
dans la loi Plasol. Elle permet de mieux se rapprocher des courbes de déformation
volumique expérimentales. Nous proposons à la fin de ce chapitre un jeu de paramètres
qui permet de reproduire de manière fiable les données expérimentales fournies pour
les confinements de 20 et 30 MPa.
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6.1 Méthodologie

L’optimisation que nous proposons permet de modifier chaque observable indépendam-
ment de l’autre. L’étude de sensibilité a montré que la modification d’un paramètre
constitutif entrainait, dans la plupart des cas, la modification de tous les observables.
Pour varier un seul observable, nous choisissons d’utiliser le paramètre auquel il est le
plus sensible et qui aura le minimum d’impact sur les autres observables (dans la me-
sure du possible). Cette modification entrainera la variation de l’observable en question
mais aussi la variation d’autres observables. Nous utiliserons dans ce cas une combinai-
son de paramètres constitutifs qui permettra de rétablir les valeurs initiales des autres
observables.

6.2 Optimisation du pic de contrainte

L’étude de sensibilité a montré que les paramètres auxquels le pic de contrainte est le
plus sensible sont le frottement final et la cohésion finale. Cependant ces deux para-
mètres, ont aussi un grand impact sur le palier de contrainte. Pour cette raison nous
avons décidé d’optimiser le pic à l’aide du paramètre βϕ. Rappelons qu’en modifiant
βϕ, nous modifions la déformation axiale au pic et très peu le palier de contrainte. Nous
utiliserons en plus de βϕ le paramètre βc, qui permettra de rétablir les valeurs de la
déformation axiale. Nous présentons ci-dessous les modifications à apporter à βc et βϕ,
pour augmenter le pic de contrainte d’environs 2.5 MPa.

∆Pic [MPa] ∆Def [-] ∆Larg [mm] ∆Ori[°] ∆Pal [MPa]
∆βc = 0.00064 0.54 0.01% -0.001 0.01 0.54
∆βϕ = −0.00066 2 -0.01% -0.38 -0.088 0.16

Total 2.54 0% -0.04 -0.08 0.7

Table 6.1 – Modifications à apporter à βc et βϕ afin d’augmenter le pic de 2.5 MPa

Dans le but de tester la solution qui permet d’optimiser le pic de contrainte (tableau
6.1), nous avons effectué 2 calculs. En partant des paramètres de référence utilisés lors
de l’étude de sensibilité, nous modifions les paramètres βc et βϕ, afin d’augmenter le
pic de 2.5 MPa (1er calcul), et le diminuer de 2.5 MPa ( 2e calcul).

La figure 6.1 montre les résultats de l’optimisation du pic de contrainte. La courbe
bleue représente la courbe de référence. Nous remarquons de ces résultats que le pic de
contrainte a été augmenté d’environ 2.5 MPa (courbe rouge), et diminué de 2.5 MPa
(courbe verte). Les déformations volumiques sont très semblables pour les trois calculs.
De plus, la déformation axiale au pic reste la même quel que soit le niveau du pic.
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La largeur de la bande et son orientation (figure 6.2) ne sont pas influencées par les
variations du pic de contrainte. En effet, les courbes de variation de la largeur et de
l’orientation en fonction du raccourcissement axiale normalisé coïncident bien. Cela
montre que la combinaison de paramètres que nous proposons pour modifier le pic
de contrainte, n’a aucun impact sur les propriétés de la bande de localisation, comme
c’était souhaité.
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Figure 6.1 – Réponse mécanique des calculs qui visent à optimiser le pic. Le confinement
imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.2 – Courbes de variation de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction
du raccourcissement des calculs qui visent à optimiser le pic. Le confinement
imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.3 – Zoom sur la courbe de contrainte et de la déformation volumique (régime
post-pic) des calculs qui visent à optimiser le pic de contrainte. Les bandes
de localisation (représentées à droite) correspondent au moment où la largeur
de la bande est à son minimum.

La figure 6.3 montre que le palier de contrainte change légèrement à l’issue de la
modification du pic. Nous remarquons que le palier a varié de seulement 1.5 MPa.
Nous notons que les courbes de déformation volumique se superposent très bien.
Pour résumer, le jeu de paramètres choisi (tableau 6.1) a permis de modifier le pic de
contrainte en gardant le reste des observables quasi-inchangés.

6.3 Optimisation de la déformation axiale au pic

Comme le pic de contrainte, la déformation axiale au pic est très sensible à la cohésion
finale et au frottement final. Cependant ces deux paramètres ne seront pas utilisés pour
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l’optimisation en raison de leur grande influence sur le pic et le palier de contrainte. De
ce fait, nous utiliserons là aussi pour l’optimisation de la déformation axiale βc et βϕ.
Le tableau 6.2 montre la combinaison de paramètres qui permet d’augmenter la défor-
mation axiale au pic de 0.04%, sans apporter de modification aux autres observables.

∆Pic [MPa] ∆Def [-] ∆Larg [mm] ∆Ori[°] ∆Pal [MPa]
∆βc = 0.00214 1.75 0.034% -0.0044 0.033 1.75
∆βϕ = 0.00057 -1.75 0.0105% 0.034 0.0875 -0.14

Total 0 0.044% 0.029 0.012 1.61

Table 6.2 – Modifications à apporter à βc et βϕ afin d’augmenter la déformation axiale au
pic de 0.04%

Nous avons effectué deux calculs nous permettant de vérifier que le jeu de paramètres
utilisé (tableau 6.2) permet effectivement de modifier la déformation axiale sans changer
de façon significative les autres observables. Le premier et le second calcul permettent
respectivement d’augmenter et de réduire la déformation axiale au pic de la valeur
souhaitée. Nous utilisons pour ces calculs les paramètres de référence en modifiant βc

et βϕ.

Nous présentons (figure 6.4) les résultats de l’optimisation de la déformation axiale au
pic. La courbe de contrainte montre que la déformation au pic augmente et diminue
d’environ 0.04% par rapport à la déformation axiale au pic du calcul de référence. La
déformation axiale change sans que le pic de contraintes ne soit modifié. De plus, nous
remarquons que le palier de contrainte est presque le même pour les trois calculs. Les
trois courbes de déformation volumique se superposent très bien (mis à part le déca-
lage du début de la localisation), ce qui permet de considérer qu’aucune modification
significative n’a été apportée à ces courbes.

En traçant l’évolution de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction du
raccourcissement. Nous avons remarqué que le jeu de paramètres choisi permet de faire
varier la déformation axiale au pic sans apporter de modification notable à la largeur
et l’orientation de la bande (figure 6.5). Nous concluons de ces courbes qu’il est ainsi
possible d’avancer ou de retarder l’initiation de la localisation.
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Figure 6.4 – Réponse mécanique des calculs qui visent à optimiser la déformation axiale.
Le confinement imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.5 – Courbes de variation de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction
du raccourcissement pour les calculs qui visent à optimiser la déformation
axiale. Le confinement imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.6 – Zoom sur la courbe de contrainte et de la déformation volumique (régime
post-pic) des calculs qui visent à optimiser la déformation axiale au pic. Les
bandes de localisation (représentées à droite) correspondent au moment où la
largeur de la bande est à son minimum.

La figure 6.6 indique que la déformation axiale au pic est modifiée sans que le pic
de contrainte ne soit changé. Nous remarquons une légère variation du palier qui est
de moins de 2 MPa. Les courbes de déformation volumique ne sont pas influencées
par les variations de la déformation axiale au pic. Les résultats des calculs montrent
clairement, qu’il est possible en utilisant les paramètres constitutifs βc et βϕ d’optimiser
la déformation axiale, sans apporter de changement significatif au reste des observables.
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6.4 Optimisation du palier de contrainte

Nous proposons ici l’optimisation du palier de contrainte. Plusieurs paramètres peuvent
être utilisés pour cette optimisation. Cependant nous avons choisi ceux qui nous per-
mettent d’avoir un minimum d’influence sur les autres. Nous avons ainsi décidé d’uti-
liser les trois paramètres suivants pour l’optimisation du palier : βc, βϕ et cf .
cf servira à modifier le palier, seulement cette modification entraine des changements
au niveau du pic de contrainte ainsi que la déformation axiale au pic. βc et βϕ se-
ront utilisés pour restaurer les valeurs de référence du pic et de la déformation avant
modification du palier.

Le tableau 6.3 présente le jeu de paramètres que nous avons utilisé pour optimiser le
palier. Nous effectuons deux calculs en plus du calcul de référence. Ces calculs ont pour
objectifs de faire augmenter et diminuer le palier de contrainte de près de 3 MPa, tout
en gardant les autres observables constants. Les résultats de cette optimisation sont
montrés figure 6.7 et 6.8.

La réponse mécanique figure 6.7 montre que les courbes de chargement se superposent
très bien, puis divergent après le pic au niveau du palier. Le palier de contrainte a
donc été modifié sans que le pic de contrainte ainsi que la déformation au pic ne soient
changés. La déformation volumique n’a pas non plus subi de modification suite à la
variation du palier.

La figure 6.8 présente la variation de la largeur de la bande ainsi que son orientation
en fonction du raccourcissement axial normalisé. Nous en déduisons qu’il est possible à
partir du jeu de paramètres choisi d’apporter un changement au niveau du palier sans
que la largeur de la bande et son orientation n’en soient affectées.

∆Pic [MPa] ∆Def [-] ∆Larg [mm] ∆Ori[°] ∆Pal [MPa]
∆βc = −0.00287 -2.38 -0.0479% 0.00609 -0.0458 -0.448
∆βϕ = −0.000386 1.17 -0.00636% -0.0227 -0.0582 0.094
∆cf = 0.721MPa 1.21 0.0542% 0.040 0.288 3.35

Total 0 0% 0.0233 0.0181 3

Table 6.3 – Modifications à apporter à βc, βϕ et cf afin d’augmenter le palier de contrainte
de 3 MPa.
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Figure 6.7 – Réponse mécanique des calculs qui visent à optimiser le palier de contrainte.
Le confinement imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.8 – Courbes de variation de la largeur et de l’orientation de la bande en fonc-
tion du raccourcissement pour les calculs qui visent à optimiser le palier de
contrainte. Le confinement imposé est de 20 MPa
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Figure 6.9 – Zoom sur la courbe de contrainte et de déformation volumique (régime post-
pic) des calculs qui visent à optimiser le palier de contrainte. Les bandes de
localisation (représentées à droite) correspondent au moment où la largeur de
la bande est à son minimum.

En effectuant un zoom sur la courbe de chargement et de déformation volumique (figure
6.9), nous remarquons que le palier de contrainte a effectivement été augmenté et
diminué sans que le pic et la déformation axiale au pic ne changent. De plus nous
constatons que la déformation volumique est quasiment la même malgré la modification
du palier.

6.5 Optimisation de la largeur de bande

Nous visons à travers les calculs effectués dans cette section à optimiser la largeur de
la bande. L’étude de sensibilité a montré que les paramètres qui avaient une influence
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sur la pente de la courbe de chargement après le pic, avaient ainsi une influence sur
la largeur de la bande. Nous avions expliqué cela par la relation entre la largeur de
la bande et le déterminant du tenseur acoustique. Le paramètre auquel la largeur est
toutefois la plus sensible est le paramètre second gradient D. Ce paramètre permet
non seulement de faire varier la largeur, mais il a de plus peu d’effet sur les autres
observables, notamment sur le palier de contrainte. A l’issue de la modification de D,
nous utiliserons βc et βϕ et cf , pour rétablir les valeurs du pic, de la déformation axiale
au pic et du palier de contrainte.
Nous avons choisi pour cette optimisation d’augmenter la largeur de la bande deux fois.
Nous ne voulions pas la diminuer afin d’éviter d’avoir le phénomène de snapback. Le
tableau 6.4, présente le premier calcul pour lequel nous voulions augmenter la largeur
de la bande de près de 0.5 mm. Nous retrouvons au tableau 6.5, le deuxième calcul qui
vise à accroître la largeur d’environ 1.5 mm.

∆Pic [MPa] ∆Def [-] ∆Larg [mm] ∆Ori[°] ∆Pal [MPa]
∆βc = 0.00168 1.40 0.0278% -0.00358 0.0269 0.263

∆βϕ = −0.000166 -0.5049 0.00263% 0.0978 0.0252 -0.0405
∆cf = −0.605MPa -1.031 -0.0457% -0.0335 -0.167 -2.82

∆D = 2N 0.131 0.0147% 0.526 0.379 2.53
Total -0.1045 0% 0.491 0.263 -0.0675

Table 6.4 – Modifications à apporter à βc, βϕ, cf et D afin d’augmenter la largeur de la
bande de 0.5 mm.

∆Pic [MPa] ∆Def [-] ∆Larg [mm] ∆Ori[°] ∆Pal [MPa]
∆βc = 0.00421 3.51 0.0696 % -0.00895 0.0673 0.657

∆βϕ = −0.000416 -1.26 0.00657% 0.244 0.0631 -0.1012
∆cf = −1.51MPa -2.57 -0.114% -0.0538 -0.418 -7.061

∆D = 5N 0.328 0.038% 1.315 0.949 6.32
Total 0.008 0.00017% 1.49 0.661 -0.185

Table 6.5 – Modifications à apporter à βc, βϕ, cf et D afin d’augmenter la largeur de la
bande de 1.5 mm.

La figure 6.10 montre la réponse mécanique des calculs effectués pour optimiser la
largeur de la bande. La courbe de chargement indique que le pic et le palier de contrainte
ainsi que la déformation axiale au pic ne sont pas affectés par les variations de la largeur.
De plus, en dépit des changements apportés à la largeur de la bande, les déformations
volumiques restent les mêmes. La largeur de la bande augmente significativement sans
que nous n’observions d’effets sur son orientation (figure 6.11).
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Figure 6.10 – Réponse mécanique des calculs qui visent à optimiser la largeur de bande.
Le confinement imposé est de 20 MPa
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Figure 6.11 – Courbes de variation de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction
du raccourcissement pour les calculs qui visent à optimiser la largeur de
bande. Le confinement imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.12 – Zoom sur la courbe de contrainte et de déformation volumique (régime post-
pic) des calculs qui visent à optimiser la largeur de bande. Les bandes de
localisation correspondent au moment où la largeur de la bande est à son
minimum

En effectuant un zoom sur la courbe de contrainte et de déformation volumique (figure
6.12), nous notons que le radoucissement après le pic décroît avec la largeur de la
bande, bien que le pic, la déformation axiale au pic et le palier soient inchangés. La
déformation volumique n’a pas été modifiée suite à l’augmentation de D. Les points
en charge plastique (à droite) indiquent l’élargissement de la bande.
Les résultats que nous avons présentés montrent qu’il est possible d’optimiser la largeur
de la bande sans affecter le reste des observables.
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6.6 Optimisation de la déformation volumique

Nous proposons dans cette section une optimisation la déformation volumique. Parmi
tous les paramètres constitutifs de la loi Plasol, l’angle de dilatance est le paramètre
qui a bien évidement le plus d’impact sur celle-ci. Nous avons donc décidé de l’utiliser
pour l’optimisation. La modification de Ψ conduit à une variation du pic et du palier de
contrainte ainsi que de la déformation axiale au pic. Les variations de Ψ que nous avons
choisies pour l’optimisation, induisent un faible changement du palier de contrainte de
l’ordre de 3 MPa. Quant au pic et la déformation axiale au pic, ils seront corrigés
grâce aux paramètres βc et βϕ. Le tableau 6.6 présente les variations à apporter aux
paramètres de référence pour augmenter la dilatance dans l’échantillon.

Nous montrons sur les figures 6.13 et 6.14 les résultats des calculs qui ont permis
d’optimiser la déformation volumique. Nous proposons d’augmenter la dilatance dans
l’échantillon et de la diminuer. La courbe de chargement montre que le jeu de para-
mètres utilisé pour les calculs n’a pas d’effet sur le pic de contrainte et la déformation
axiale au pic. Toutefois, nous remarquons une faible modification au niveau du palier
mais qui reste toutefois peu significative et qui pourrait être corrigée en utilisant le jeu
de paramètre donné (tableau 6.3). En augmentant Ψ de 1.5 ° nous remarquons une
augmentation importante du régime dilatant.

Les courbes d’évolution de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction du
raccourcissement (figure 6.14) indiquent que la largeur de la bande n’est pas influencée
par la variation de la déformation volumique. Cependant nous remarquons qu’en aug-
mentant Ψ de 3° nous augmentons l’orientation de la bande de 2°. Cette variation n’est
pas très importante étant donné la dispersion de la mesure expérimentale concernant
l’orientation de la bande. Mais cela indique que l’optimisation de la déformation volu-
mique doit être effectuée avec précaution au risque de modifier de manière significative
l’orientation de la bande.

∆Pic [MPa] ∆Def [-] ∆Larg [mm] ∆Ori[°] ∆Pal [MPa]
∆βc = 0.002023 1.68 0.0337% -0.00430 0.0323 0.316
∆βϕ = 0000556 -1.69 0.00912% 0.0327 0.0843 -0.135

∆Ψ = 1.5° 0.228 -0.428% 0.0165 0.0857 1.16
Total 0 0% 0.0449 0.973 1.34

Table 6.6 – Modifications à apporter à βc, βϕ et Ψ afin d’optimiser la déformation volu-
mique
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Figure 6.13 – Réponse mécanique des calculs qui visent à optimiser la déformation volu-
mique. Le confinement imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.14 – Courbes de variation de la largeur et de l’orientation de la bande en fonction
du raccourcissement pour les calculs qui visent à optimiser la déformation
volumique. Le confinement imposé est de 20 MPa.
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Figure 6.15 – Zoom sur la courbe de contrainte et de déformation volumique (régime post-
pic) des calculs qui visent à optimiser la déformation volumique. Les bandes
de localisation correspondent au moment où la largeur de la bande est à son
minimum

Un zoom sur la réponse mécanique (figure 6.15), révèle que le palier de contrainte a
effectivement été modifié. La variation de Ψ de 3° a fait varier le palier de près de 2.6
MPa. Nous remarquons sur les courbes de déformation volumique que la dilatance croit
significativement après le pic de contrainte.

Remarque générale
Nous n’avons pas utilisé pour l’optimisation des observables la matrice de sensibilité
calculée au chapitre précédent, l’optimisation a été effectuée de façon manuelle. En
effet, au moment où nous avions fait l’optimisation, nous ne disposions pas de la matrice
de sensibilité complète. Néanmoins, cette matrice peut tout à fait être utilisée. Pour
donner un exemple, supposons que nous voulions modifier le pic de contrainte de 2
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MPa, pour les deux confinements à 20 et 30 MPa, dans ce cas :
















∆Pic20[MPa]
∆Def20[−]

∆Pal20[MPa]
∆Pic30[MPa]
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(6.1)

En utilisant l’inverse de la matrice de sensibilité nous obtenons les variations à appor-
ter aux paramètres βc, βϕ, cf , ϕ, D, Ψ, pour varier le pic de contrainte. Ainsi, nous
obtenons :

















∆βc[−]
∆βϕ[−]

∆cf [MPa]
∆ϕf [MPa]
∆D[N ]

∆Ψ[Degres]
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0.0096
−0.00067

6.37
−3.11
−4.21
0.18

















(6.2)

Les résultats montrent que pour varier le pic de contrainte de 2 MPa, pour les deux
confinements, il faut varier la cohésion finale de prés de 2

3
de sa valeur initiale (cf = 9.6

MPa). Cette variation est assez importante et étant donné que la réponse du matériau
est non linéaire, il y a un risque de modifier fortement son comportement. Selon notre
expérience numérique, nous pensons qu’il est préférable de réduire le nombre de para-
mètre constitutifs pour l’optimisation des observables. Par exemple, βc et βϕ pourront
être utilisés pour l’optimisation du pic et de la déformation axiale au pic, c’est ce que
nous avons proposé ici.

6.7 Problématique liée à un angle de dilatance constant

Nous nous sommes heurté à une difficulté en voulant reproduire les courbes de déforma-
tion volumique expérimentales. En effet, dans les calculs numériques nous observons
que la déformation volumique continue d’augmenter après la localisation, alors que
dans l’essai expérimental la déformation volumique ne varie plus ou peu après le pic de
contrainte figure 6.16. Cette augmentation de la déformation volumique au cours du
calcul s’explique par le fait que dans la loi Plasol, l’angle de dilatance Ψ est défini par
défaut comme constant. De ce fait la déformation volumique continue d’augmenter.
Une des solutions possibles serait de prendre un angle de dilatance nul pour les calculs.

La figure 6.16 montre les résultats des calculs effectués avec Ψ=0°. Le calcul avec un
angle de dilatance nul et D = 1N ne converge pas, il présente du snapback. Nous avons
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donc pris une valeur de D = 8N pour être certain de passer le snapback ; l’objectif
étant de voir la déformation volumique pour un angle de dilatance nul. Les résultats
montrent qu’en utilisant Ψ=0 ° nous obtenons une déformation volumique qui est nulle
après le pic de contrainte. Cependant nous n’avons pas non plus de dilatance avant le
pic. D’une part nous nous approchons de la courbe de déformation volumique (après
le pic) mais d’autre part, la différence entre l’essai numérique et l’essai expérimental
est plus importante avant le pic. Nous en déduisons, qu’il n’est pas judicieux d’utiliser
un angle de dilatance constant et nul, mais plus tôt un angle de dilatance variable, de
sorte que cet angle soit important avant le pic, puis décroisse et s’annule peu après le
pic.

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

−0.025

−0.02

−0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

∆uy

Ho

[-]

ε v [
−

]
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ψ=0 ° D=8 N

Essai expérimental à 20 MPa

Figure 6.16 – Comparaison entre la déformation volumique de l’essai numérique et celle
de l’essai expérimental pour un confinement de 20 MPa

Une méthode est déjà implémentée dans le code de calcul Lagamine pour faire varier
l’angle de dilatance [4]. Cette méthode permet de varier Ψ en fonction du frottement
mobilisé ϕ en utilisant la règle de Taylor [95], que nous rappelons ci-dessous :

ϕ−Ψ = constante (6.3)

L’inconvénient de cette méthode est le fait que Ψ aura la même tendance que le frotte-
ment. Puisque que nous avons du durcissement, dans notre cas le frottement augmente.
Le paramètre Ψ va donc augmenter alors que notre objectif est de le diminuer. Pour
cette raison nous avons implémenté dans le code une nouvelle façon de modifier l’angle
de dilatance. Celle-ci est présentée dans la prochaine section.
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6.8 Solution proposée pour l’angle de dilatance

En raison des difficultés rencontrées et qui sont liées à l’utilisation d’un angle de dila-
tance constant, nous avons choisi de faire varier ce paramètre avec une loi d’évolution
semblable à celle pour la cohésion et le frottement, Ψ évoluera donc de manière hyperbo-
lique en fonction de la déformation plastique équivalente. Pour cela, nous introduisons
trois nouveaux paramètres dans la loi Plasol (Ψi, Ψf , βΨ et DECΨ). Le paramètre Ψi

représente l’angle de dilatance initial et Ψf l’angle de dilatance final. Quand la dé-
formation plastique équivalente εpeq est égale à βΨ, cela voudra dire que Ψ a diminué
de la moitié (valeur moyenne entre Ψi et Ψf). DECΨ permet de retarder la variation
de l’angle de dilatance. Si DECΨ vaut 0 l’angle de dilatance varie dès que le calcul
rentre en plasticité. L’expression 6.4 montre la relation entre l’angle de dilatance et la
déformation plastique équivalente :

Ψ = Ψi +
(Ψf −Ψi)(ε

p
eq −DECΨ)

βΨ + (εpeq −DECΨ)
(6.4)

Nous avons testé la méthode sur un essai homogène avant de l’adopter pour un calcul
hétérogéne qui présente de la localisation de la déformation.

Nous allons comparer deux calculs. Pour le premier nous avons utilisé un angle de
dilatance constant et pour le deuxième un angle de dilatance variable. Nous choisissons
pour ce dernier de ne pas mettre de retard entre la diminution de Ψ et le début de la
réponse mécanique, l’angle de dilatance commence à varier dès que les déformations
sont plastiques. Ces calculs sont effectués avec un confinement de 20 MPa.

P E ν ci cf ϕi ϕf βc βϕ Ψ
20 MPa 13.2 GPa 0.215 32.5 MPa 9.6 MPa 4° 21° 0.005 0.001 18°

Table 6.7 – Paramètres utilisés pour le calcul effectué avec un angle de dilatance constant

P E ν ci cf ϕi

20 MPa 13.2 GPa 0.215 32.5 MPa 9.6 MPa 4°
ϕf βc βϕ Ψi Ψf βΨ DECΨ

21° 0.005 0.001 18° 0° 0.001 0

Table 6.8 – Paramètres utilisés pour le calcul effectué avec un angle de dilatance variable.

La figure 6.17 montre les courbes de chargement pour deux calculs effectués avec Ψ
constant et Ψ variable. Ces courbes montrent qu’en utilisant un angle de dilatance qui
diminue nous réduisons le pic de contrainte. Ceci est normal puisque Ψ va commencer
à diminuer en plasticité, au niveau du pic il aura une valeur inférieure à celle définie
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pour le calcul avec un angle de dilatance constant. Par ailleurs, nous savons qu’en
diminuant l’angle de dilatance, nous diminuons le pic. Le palier de contrainte subit une
légère modification suite à la variation de l’angle de dilatance.
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Figure 6.17 – Courbes de chargement pour les calculs effectués avec un angle de dilatance
constant et un angle de dilatance variable pour un confinement de 20 MPa.
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Figure 6.18 – Courbes de déformation volumique pour les calculs effectués avec un angle
de dilatance constant et un angle de dilatance variable

162



Optimisation des observables

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

∆uy

Ho

[-]

ψ
  [

°]

ψ variable

ψ constant

Figure 6.19 – Courbes de variation de Ψ pour les calculs effectués avec un angle de dila-
tance constant et un angle de dilatance variable, pour un confinement de 20
MPa.

Nous remarquons la grande différence entre les courbes de déformation volumique pour
un calcul avec une dilatance constante et un calcul où l’angle de dilatance tend vers 0°.
Les deux courbes se superposent très bien au départ puis, commencent à diverger peu
avant le pic de contrainte. Nous déduisons de ces résultats qu’il est possible de mieux
se rapprocher des courbes de déformation volumique en utilisant un angle de dilatance
variable.
Nous avons représenté les valeurs de Ψ au cours du calcul en fonction du raccourcisse-
ment axial normalisé afin de juger de l’évolution hyperbolique de Ψ. (figure 6.19).
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Figure 6.20 – Comparaison de l’éventail des orientations de bande donné par le critère de
bifurcation pour un calcul avec un angle de dilatance constant et un calcul
avec un angle de dilatance variable. Les carrés sur les courbes de chargement
représentent le moment où le critère de bifurcation est satisfait

Nous avons voulu voir l’effet du changement de l’angle de dilatance au cours du calcul
sur les orientations de bande que prévoit le critère de bifurcation. Nous avons pour
cela tracé les orientations de bande en fonction du raccourcissement pour nos deux
calculs. Nous remarquons tout d’abord que le critère est retardé dans le cas du calcul
avec un angle de dilatance variable. Nous notons aussi que l’éventail des orientations
possibles est plus large dans le cas du calcul avec Ψ variable. De plus les valeurs de
l’orientation sont plus importantes dans ce cas de figure. Les résultats de cette étude
de bifurcation montre qu’après que le critère de Rice [84] soit satisfait pour la première
fois, la bande aura plus de possibilités de changer d’orientation pour un calcul avec un
angle de dilatance variable par rapport à un calcul où l’angle de dilatance est constant.

Nous avons effectué une étude de sensibilité sur les paramètres liés à l’angle de dila-
tance afin d’évaluer leur influence sur le pic et le palier de contrainte, la déformation
volumique ainsi que le seuil de localisation au pic. Tous les calculs sont faits avec un
seul élément (calculs homogènes). Les paramètres présentés au tableau 6.8 serviront
comme référence pour l’étude de sensibilité. La méthode utilisée pour cette étude de
sensibilité est celle que nous avions utilisée auparavant. Chacun des paramètres définis
pour la variation de l’angle de dilatance sera modifié 5 fois, en gardant le reste des
paramètres de la loi constant, ainsi nous évaluons l’influence de ce paramètre sur la
réponse mécanique de l’échantillon. La courbe bleue représente le calcul effectué avec
les paramètres de référence.

Nous présentons sur la figure 6.21 les résultats de l’étude de sensibilité effectuée sur βΨ

(pour la réponse homogène). Cette étude montre que ce paramètre a très peu d’impact
sur le pic et le palier de contrainte. Cependant, en augmentant βΨ on remarque que
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l’angle de dilatance varie plus lentement en fonction du raccourcissement. Pour un
raccourcissement axial normalisé de 0.04 et βΨ = 0.004 l’angle de dilatance vaut 1.5
°, alors que pour le même raccourcissement et βΨ = 0.0025 l’angle de dilatance vaut
0.1 °. Cette différence d’évolution de la dilatance est bien visible sur les courbes de
déformation volumique. Nous remarquons qu’en augmentant βΨ la dilatance augmente
de manière significative.

� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ����
�

��

��

��

	�

���

���


 ��
 �

���

�
�
�
��
�
��

✔

✔

���������

�
�
������

�
�
������

� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ����

��

�

�

�

�

�

�

�

����
��


 ��

 �
���

 	
��
�

�
�
�������� �

�
������� ��������� �

�
������ �

�
������

� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ����
�

�

�

�

	

��

��

��

��

�	

��


 ��

 �
���

�
�

�

�
�
��������

�
�
�������

���������

�
�
������

�
�
������

Figure 6.21 – Étude de sensibilité sur βΨ, le confinement imposé est de 20 MPa.

La figure 6.22 montre que la variation du paramètre DECΨ n’a pas d’impact majeur
sur le pic et le palier de contrainte. En augmentant DECΨ on retarde la variation de
l’angle de dilatance. Pour un même raccourcissement et différentes valeurs de DECΨ,
nous obtenons différentes valeurs de Ψ. L’augmentation de DECΨ induit une petite
augmentation de la dilatance.
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Figure 6.22 – Étude de sensibilité sur DECΨ, le confinement imposé est de 20 MPa.

L’étude de sensibilité sur le paramètre Ψi (figure 6.23) révèle que la déformation volu-
mique croît avec l’augmentation de l’angle de diltance initial. Au début du calcul les
valeurs de l’angle de dilatance divergent puis au fur et à mesure que le raccourcissement
augmente les valeurs se rapprochent. La variation de Ψi a une très faible influence sur
le pic et le palier de contrainte.
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Figure 6.23 – Étude de sensibilité sur Ψi, le confinement imposé est de 20 MPa.

Les derniers résultats de l’étude de sensibilité concernent le paramètre Ψf (figure 6.24).
Ces résultats montrent que l’augmentation de Ψf induit une très légère augmentation
du pic de contrainte et ne modifie pas le palier de contrainte. Ce paramètre a beaucoup
d’influence sur la déformation volumique. Plus on diminue Ψf plus nous réduisons la
déformation volumique, nous n’observons presque plus de déformation volumique pour
Ψf = 0 (courbe de référence). Les courbes de variation de l’angle de dilatance indiquent
que la valeur de l’angle à la fin du calcul correspond effectivement au Ψf imposé pour
chaque calcul.
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Figure 6.24 – Étude de sensibilité sur Ψf

6.9 Jeu de paramètres final

Dans l’objectif d’approcher au mieux les données expérimentales nous avons choisi un
jeu de paramètres qui permet d’avoir un angle de dilatance variable tout en reproduisant
au mieux les résultats expérimentaux. Le choix des paramètres constitutifs s’appuie
sur notre expérience numérique basée sur l’étude de sensibilité effectuée sur tous les
paramètres de la loi Plasol. Afin de ne pas avoir à refaire toute l’étude de sensibilité que
nous avions conduite, avant la modification de l’angle de dilatance, nous avons utilisé
une valeur de DECΨ qui permet de faire varier l’angle de dilatance uniquement après
que le pic de contrainte soit atteint. De plus, nous prenons une valeur de βΨ assez faible
pour pouvoir décroître l’angle de dilatance rapidement après le pic de contrainte. Le
jeu de paramètres sélectionné est présenté tableau 6.9.
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P E ν ci cf ϕi

20 MPa 13.7 GPa 0.215 32.5 MPa 9.6 MPa 4°
ϕf βc βϕ Ψi Ψf βΨ DECΨ

21° 0.004 0.00053 18° 0° 0.0008 0.01

Table 6.9 – Paramètres constitutifs choisis pour mieux approcher les données expérimen-
tales

Nous présentons sur la figure 6.25 les résultats du calcul homogène effectué avec le
jeu de paramètres sélectionné (tableau 6.9) et un confinement de 20 MPa. Nous re-
marquons que la courbe de chargement numérique homogène est proche de la courbe
expérimentale jusqu’au pic de contrainte. La déformation axiale au pic ainsi que le
pic de contrainte sont quasi identiques. Toutefois le palier de contrainte numérique
est différent du palier expérimental. Les courbes de déformation volumique sont assez
proches jusqu’au seuil de localisation.

169



Optimisation des observables

� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ����
�

��

��

��

	�

���

���


 ��
 �

���

�
�
�
��
�
��

���������������������� �

�������!"������#�$������� �

� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ����

%�

%�

%�

%�

�

�

�

�

�

�

�

!���
%�


 ��
 �

���

& 	
��
�

���������������������� �

�������!"������#�$������� �

� ����� ���� ����� ���� ����� ���� ����� ����
�

�

�

�

	

��

��

��

��

�	

��


 ��
 �

���

'
�

�

���������������������� �

Figure 6.25 – Résultats du calcul homogène effectué avec le jeu de paramètres tableau 6.9
et un confinement de 20 MPa

Nous avons effectué un calcul avec 16200 éléments en utilisant les paramètres constitu-
tifs présentés au tableau 6.9. Nous avions initialement utilisé pour ce calcul une valeur
de D = 1N , mais le calcul présentait des problèmes de convergence à cause du phéno-
mène de snapback. Nous avons donc appliqué la méthode présentée au chapitre 4 pour
résoudre le problème de convergence lié au snapback. Nous avons dû utiliser une valeur
importante de D pour dépasser la zone de snapback (D = 80N). Nous avons considéré
qu’il serait plus judicieux de réduire le paramètre second gradient graduellement au
lieu de le réduire instantanément. Ainsi, nous faisons 3 reprises du premier calcul où
D = 80N . Pour la première reprise, nous utilisons D = 40N , pour la deuxième il vaut
20N et pour la dernière nous l’imposons à 10N . Nous avons estimé qu’il n’était pas
nécessaire de le diminuer d’avantage car les largeurs de bande obtenues à la fin du
calcul étaient satisfaisantes.
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A la différence des calculs effectués pour l’étude de sensibilité où nous utilisions une
zone affaiblie composée de 81 éléments, la zone affaiblie pour les calculs effectués avec
un angle de dilatance variable est de seulement 25 éléments. Cette zone a été réduite
car nous avons constaté en effectuant des calculs qui présentent de la localisation de la
déformation et pour lesquels l’angle de dilatance est variable que, le long de la bande
les largeurs variait beaucoup. Nous pensons que cela est dû à la zone affaiblie, c’est
pour cette raison que nous avons décidé de la réduire en terme de surface. La réduction
de la zone affaiblie a eu pour conséquence l’obtention de bandes qui ne passent pas
nécessairement par cette zone.

La figure 6.26 montre les résultats du calcul effectué avec un confinement de 20 MPa.
Les niveaux de raccourcissement pour lesquels les courbes sur la figure changent de
pente correspondent au moment où la valeur du paramètre second gradient a été mo-
difiée. Nous comparons la réponse mécanique du calcul numérique avec celle de l’essai
expérimental. Nous remarquons que le pic de contraintes ainsi que la déformation
axiale au pic des deux essais sont les mêmes. Cependant, le palier de contrainte de
l’essai numérique est légèrement au dessus du palier expérimental. En ce qui concerne
la déformation volumique les deux courbes sont très proches, la déformation volumique
continue à augmenter légèrement pour le calcul numérique. Rappelons que nous avons
montré au chapitre 4 que la méthode pour franchir le snapback (en augmentant tem-
porairement D) n’a pas d’effet notable sur la courbe de variation de volume.

En effectuant un calcul avec un angle de dilatance nul, nous avions remarqué que
la déformation volumique devenait constante (figure 6.16). Nous avons donc voulu
connaître la raison pour laquelle la déformation volumique continuait d’augmenter
légèrement pour le calcul avec un angle de dilatance variable. Nous montrons sur la
figure 6.28 les valeurs de l’angle de dilatance dans l’échantillon pour deux niveaux
de raccourcissements. Nous notons en comparant ces deux images l’augmentation du
nombre d’éléments avec un angle de dilatance nul. Les éléments pour lesquels Ψ = 18
sont les éléments qui sont en décharge élastique et qui de plus n’ont jamais été dans la
bande. L’augmentation de la zone avec Ψ proche de 0° montre clairement que la bande
s’élargit. Nous pensons que l’augmentation de la déformation volumique provient du
fait que l’augmentation de la bande a pour conséquence de rendre en charge plastique
des points de Gauss qui ne l’étaient pas auparavant. Lorsque ces points rentrent en
plasticité, ils ont un angle de dilatance important (figure 6.29 image de droite) qui
après diminue rapidement. Nous pensons que c’est cet angle de dilatance qui est assez
élevé dans certains points de Gauss qui induit l’augmentation de la déformation malgré
le fait qu’un grand nombre de points de Gauss ont un angle de dilatance proche de 0°
(figure 6.29 image de gauche).
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Figure 6.26 – Résultats du calcul effectué avec un maillage de 16200 éléments et un confi-
nement de 20 MPa. Le jeu de paramètres utilisé est présenté tableau 6.9

Remarque : Il est important de souligner que la distribution des valeurs de l’angle
de dilatance dans l’échantillon ne permet pas toujours d’avoir une indication sur la
largeur de la bande et cela pour deux raisons.
La première est que lorsqu’un point de Gauss est dans la bande et qu’il y reste, son
angle de dilatance va diminuer jusqu’à atteindre 0° . Toutefois si nous réduisons la va-
leur du paramètre second gradient en effectuant une reprise de calcul, la largeur de la
bande sera réduite. Certains points de Gauss, qui étaient en charge plastique, passent
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en décharge élastique et ne sont plus dans la bande. Cependant ces points de Gauss
garderont la valeur de Ψ qu’ils avaient avant de se trouver à l’extérieur de la bande.
Ainsi en affichant les grandeurs de l’angle de dilatance dans l’échantillon nous pouvons
avoir l’impression que les points de Gauss font encore partie de la bande alors que ce
n’est plus le cas.
La deuxième raison pour laquelle l’angle de dilatance peut fausser l’estimation de la
largeur de la bande réside dans le fait que, si la bande change de manière significative
d’orientation, certains points de Gauss qui se trouvaient à l’intérieur de la bande pour-
raient en sortir. Nous nous retrouvons comme dans le premier cas : mais pour autant
leur angle de dilatance peut être très inférieurs à Ψi. En traçant donc la distribution
de Ψ dans l’échantillon, nous ne verrons pas la bande de localisation réelle. La bande
obtenue contiendra tous les points de Gauss qui ont appartenu ou qui appartiennent à
la bande.
En conclusion, la condition principale pour que la répartition des angles de dilatance
permette d’avoir une indication sur la largeur de la bande est la suivante : que les
points de Gauss qui se trouvent à l’intérieur de la bande le restent tout au long du
calcul.

Figure 6.27 – Bande de localisation (points en charge plastique) qui correspond au rac-
courcissement où la bande est à son minimum

Nous avons sur la figure 6.26 l’évolution de la largeur et de l’orientation de la bande en
fonction du raccourcissement axial normalisé pour un calcul effectué avec un confine-
ment de 20 MPa. Les niveaux de raccourcissement pour lesquels la largeur de la bande
change brusquement correspondent aux moments où le paramètre second gradient a
été réduit. La largeur de bande minimale que nous obtenons avec ce calcul est de 1.38
mm. En ce qui concerne l’orientation de la bande, nous constatons qu’elle varie peu et
reste autour de 48 °. Nous rappelons qu’en raison de la réduction de la zone affaiblie,
cette dernière n’est pas traversée par la bande (figure 6.27).
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Figure 6.28 – Valeur de l’angle de dilatance dans l’échantillon numérique au début de la
reprise avec D = 10N (image de gauche) et à la fin du calcul (image de
droite)
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Figure 6.29 – Évolution de l’angle de dilatance en fonction de la déformation plastique
équivalente pour l’élément 1 et l’élément 28
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Figure 6.30 – Positions des éléments 16 et 28 dans le maillage à 16200 éléments

Nous allons maintenant analyser les résultats du calcul effectué avec le même jeu de
paramètres que celui utilisé précédemment, mais avec cette fois un confinement de 30
MPa. La figure 6.33 présente la réponse mécanique ainsi que l’évolution de la largeur
et de l’orientation de la bande pour ce calcul.
Nous déduisons de la comparaison entre la courbe de chargement de l’essai numérique et
celle de l’essai expérimental, que les pics de contrainte sont très proches. La déformation
axiale au pic pour l’essai numérique est légèrement supérieure à celle que nous observons
pour l’essai expérimental. Pour ce qui est de la déformation volumique, les deux courbes
sont assez proches si nous notons que la déformation volumique continue à augmenter
sensiblement pour l’essai numérique. Les raisons de cette augmentation sont celles
évoquées précédemment.
Les résultats concernant la largeur de la bande indiquent que pour les raccourcissements
autour de 0.01693 et de 0.0244, la largeur de la bande a subi des fluctuations. Ce
phénomène est amplifié dans les courbes de variation de l’orientation de la bande. Ces
fluctuations sont dues à la manière avec laquelle le calcul gère la réduction du paramètre
second gradient et donc de la largeur de bande. En effet, dans le cas du calcul effectué
avec un confinement de 20 MPa, nous avons remarqué que la réduction du paramètre D
induisait immédiatement une réduction de la largeur (figure 6.31). Dans le cas du calcul
avec un confinement de 30 MPa, la largeur de la bande change au fur et à mesure que
le chargement augmente (figure 6.32). Nous pensons que la bande se scinde en deux,
puis que l’une des deux bandes se désactive. C’est ce mécanisme qui est responsable de
la variation de la largeur et l’orientation de la bande de manière irrégulière. La largeur
de bande minimale obtenue avec ce calcul est de 1.53 mm. L’orientation de la bande
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correspondant à ce minimum est de près de 47°. Pour ce calcul comme pour le calcul
avec une pression de confinement de 20 MPa. La zone affaiblie n’est pas traversée par
la bande.
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Figure 6.31 – Bandes de localisation pour le calcul effectué avec un confinement de 20
MPa. L’image de gauche correspond au dernier pas de calcul avec D = 40N .
L’image de droite correspond au premier pas la reprise avec D = 20N
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Figure 6.32 – Bandes de localisation pour le calcul effectué avec un confinement de 30
MPa. L’image de gauche correspond au dernier pas de calcul avec D = 40N .
L’image de droite correspond au premier pas de la reprise avec D = 20N
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Figure 6.33 – Résultats du calcul effectué avec un maillage de 16200 éléments et un confi-
nement de 30 MPa. Le jeu de paramètres utilisé est présenté au tableau
6.9
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Figure 6.34 – Chemin de contrainte dans le plan déviatorique pour les essais numériques
et expérimentaux

Nous comparons figure 6.34 le chemin de contrainte dans le plan déviatorique pour
un essai numérique et un essai expérimental et ce, pour les deux confinements de
20 et 30 MPa. Cette comparaison montre que les résultats sont très proches, bien
que nous remarquons une légère différence un peu avant le pic de contrainte, avec
une inflexion des courbes numériques qui ne sont pas observées expérimentalement (la
rupture expérimentale apparaissait brutalement dans certains cas).

6.10 Conclusion

Voici les principaux résultats :
• Nous avons montré qu’il est possible d’optimiser le pic de contrainte sans apporter de

modification au reste des observables. La variation du pic de contrainte entraine une
variation du palier de près de 1.5 MPa qui n’est pas significative. Nous ne l’avions
pas corrigé (nous ne disposions pas encore de l’étude de sensibilité sur le palier),
mais cela ne pose aucun problème de principe.

• Nous avons réussi à faire varier la déformation axiale au pic sans que cela ait un
impact sur les autres observables. Nous notons cependant que le palier de contrainte
varie de près de 2 MPa.

• Le palier de contrainte a pu être optimisé sans que cela affecte les autres observables
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• Il est possible de varier la largeur de la bande tout en gardant les autres observables
inchangés

• Nous n’avons pas choisi une grandeur particulière dans la courbe de déformation
volumique pour l’optimisation. Car nous avons souhaité optimiser toute la courbe.
Il est en effet possible de modifier la courbe sans que le reste des observables ne
soit changé. Cependant il faut être prudent dans l’optimisation de la déformation
volumique car, dans notre cas nous avons observé une modification de l’orientation
de la bande d’environ 3°. Le palier a subit une modification de 2.6 MPa suite à cette
optimisation.

En plus des points ci-dessus nous avons proposé dans ce chapitre une modification de la
loi de comportement qui permet de mieux approcher les courbes de variation volumique
expérimentales en utilisant un angle de dilatance variable. Au début du chargement
plastique, la dilatance du matériau est forte, puis elle diminue, pour éventuellement de-
venir nulle. Nous avons ainsi introduit dans la loi Plasol une nouvelle façon de contrôler
la variation de l’angle de dilatance. Les résultats homogènes obtenues avec un élément
ont permis de valider l’implémentation. L’étude de bifurcation de Rice révèle que le
fait de varier la dilatance, offre à la bande de localisation un éventail d’orientations
plus large que si Ψ est constant.
A partir de la variation de l’angle de dilatance nous avons choisi un jeu de paramètres
qui nous a permis d’approcher suffisamment les résultats expérimentaux. Nous remar-
quons qu’avec des confinement de 20 et 30 MPa, nous avons réussi à reproduire le pic
de contrainte, la déformation axiale au pic et la déformation volumique, de manière
satisfaisante. La largeur de la bande reste plus grande que celle qui est observée expéri-
mentalement en raison de la discrétisation spatiale de notre milieu (taille des éléments).
Le palier des essais numériques reste légèrement supérieur au palier de contrainte expé-
rimental. Il est important de noter que malgré la variation de l’angle de dilatance, nous
observons un légère augmentation de la déformation volumique. Nous avons expliqué
cela par l’élargissement de la bande de localisation.
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CHAPITRE 7

Conclusions et perspectives

Nous avons proposé dans ce mémoire une méthode d’identification des paramètres
constitutifs d’une loi de comportement enrichie de type second gradient. Cette identi-
fication s’appuie sur des essais biaxiaux menés sur le grès de Vosges dans un appareil
triaxial vrai. Cet appareil permet de visualiser l’échantillon en cours d’essais, sous
chargement. Les observables extraits de ces essais ont été utilisés pour l’identification.
Celle-ci est composée essentiellement de deux étapes.

1. La première étape est basée sur la réponse homogène des essais. Cette réponse
est constituée de la courbe de chargement et de la courbe de déformation volu-
mique. Les paramètres qui jouent un rôle uniquement dans la partie homogène
des essais, ont pu être déduits à partir des données issues des essais triaxiaux. Ces
paramètres ont été par la suite ajustés grâce à l’étude de sensibilité effectuée sur
un essai numérique homogène (avec un élément). Nous avons ainsi, pu optimiser
le module de Young, le coefficient de Poisson, etc.
L’analyse de bifurcation à partir du critère de Rice [84] nous a permis par la suite
de déduire l’éventail des orientations de bandes possibles en cas de localisation.
Les orientations de bandes observées expérimentalement étaient inclues dans l’in-
tervalle d’orientations prédit par le critère. Ce résultat est très encourageant, car
il montre qu’il est possible de retrouver à partir des essais numériques les résultats
expérimentaux en ce qui concerne l’orientation de la bande.
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Avant de poursuivre le processus d’identification nous avons effectué un certain nombre
de choix sur les paramètres numériques du calcul. Ci-dessous les principaux résultats :

• L’utilisation d’un maillage composé de 16200 éléments carrés et un paramètre second
gradient D = 1N permet d’obtenir des largeurs de bandes de l’ordre de 1 mm. Nous
avons montré qu’afin d’obtenir une largeur de bande inférieure à 1 mm, tout en ayant
un calcul objectif, il est indispensable d’utiliser plus de 16200 éléments. Cependant
le temps de calcul devient plus long. En ce sens, la parallélisation du code de calcul
serait une manière de résoudre les difficultés liées au temps de calcul. De plus, les
résultats avec le maillage non structuré sont encourageants, cette piste devrait être
exploitée d’avantage.

• Nous avons montré que l’utilisation d’une zone affaiblie pour initier la localisation
de la déformation et surtout pour tenter d’imposer la position de la bande de lo-
calisation, avait pour seul effet d’anticiper légèrement le seuil de localisation. Il est
donc tout à fait justifié de l’utiliser. Néanmoins, nous suggérons pour un travail futur
d’imposer un champ de vitesses de déformation correspondant à celui qui est observé
expérimentalement, dans le but d’obtenir une structure de localisation encore plus
proche de celle qui est observée expérimentalement [16].

• Nous avons développé une méthode permettant de dépasser les problèmes de conver-
gences liés au phénomène de snpaback. Nous avons montré que si cette méthode
est employée avec précaution pour un calcul présentant du snapback, le palier de
contrainte ainsi que la largeur et l’orientation de la bande, seraient les mêmes que
ceux obtenus si le calcul n’avait pas présenté du snapback. Malgré l’efficacité de
cette méthode, elle a l’inconvénient de ne pas être automatique et implique un trai-
tement manuel. L’utilisation d’une méthode de longueur d’arc pour la résolution du
problème de snapback serait donc préférable [56].

2. La deuxième étape de l’identification est la contribution originale de ce travail, qui
concerne le régime de déformation localisé. Nous établissons un certain nombre
d’observables sur lesquels appuyer la comparaison entre calculs numériques et
observations expérimentales : pic de contrainte, palier de contrainte, déformation
axiale au pic, largeur et orientation des bandes, variation volumique globale de
l’échantillon. Nous avons développé les outils nécessaires pour pouvoir extraire
ces observables à partir des résultats numériques.
L’étude de sensibilité nous a permis de déterminer l’influence de chacun des
paramètres constitutifs (à l’exception de la cohésion initiale et du frottement
initial) sur les observables sélectionnés. Nous avons utilisé pour cette étude deux
confinements à 20 et 30 MPa. La matrice de sensibilité a pu être calculée grâce
à cette étude dont nous rappelons les principaux résultats :
• La cohésion finale et le frottement final, ont une grande influence sur le palier

et le pic de contrainte
• La déformation axiale au pic est sensible à tous les paramètres constitutifs.
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Cependant, le paramètre βϕ est celui qui a le moins d’impact sur la déformation
axiale au pic.

• La déformation volumique globale de l’échantillon est très sensible à la variation
de l’angle de dilatance. Ce paramètre modifie de manière significative le régime
dilatant après le pic de contrainte.

• Le paramètre second gradient est celui qui a le plus d’influence sur la largeur
de la bande. Cependant, nous avons remarqué que d’autres paramètres pou-
vaient influencer la largeur, en raison de la relation entre ces paramètres et le
déterminant du tenseur acoustique. En effet, la largeur de la bande ne dépend
pas uniquement du paramètre second gradient mais aussi du déterminant du
tenseur acoustique [16].

En raison de la dépendance de la largeur de la bande vis-à-vis du déterminant du
tenseur acoustique, elle n’est pas constante et continue d’augmenter au niveau
du palier de contrainte. Toutefois, au niveau expérimental la largeur de la bande
reste quasi-constante. Il serait intéressant suite à ce constat de réfléchir à une
méthode qui permettrait d’empêcher l’augmentation de la largeur de bande. Par
exemple, en reliant le module second gradient au déterminant du tenseur acous-
tique.
L’étude de sensibilité a révélé que le pic de contrainte est plus sensible au frotte-
ment pour un calcul effectué avec un confinement de 30 MPa, par rapport à un
calcul effectué avec un confinement de 20 MPa. Afin de palier ce problème, nous
avons suggéré l’utilisation de deux nouveaux observables qui sont : la cohésion
apparente et le frottement apparent, qui peuvent servir comme substituts au pic
de contrainte dans la matrice de sensibilité.
Une fois l’étude de sensibilité achevée, nous avons procédé à l’optimisation des
observables. Nous avons montré qu’il est possible d’optimiser chaque observable
indépendamment, c’est-à-dire sans apporter de modifications aux autres obser-
vables, ceci grâce à l’étude de sensibilité effectuée. De plus, nous avons apporté
une modification à la loi de comportement qui permet de varier l’angle de dila-
tance au cours du calcul. Cette méthode a pour objectif l’obtention de courbes
de déformation volumique plus proches de celles obtenues expérimentalement.

Nous avons proposé un jeu de paramètre qui permet de reproduire de manière fiable
les données expérimentales, issues des essais biaixaux menées sur le grès à 20 et 30
MPa. Nous avons souligné que l’augmentation du nombre d’éléments pour modéliser
des largeurs de bande plus réaliste induisait un temps de calcul qui peut être très
lourd. Pour palier à ce problème, il serait intéressant d’utiliser les méthodes de second
gradient pour la propagation de la localisation, puis associer ces méthodes à d’autres
modèles. Par exempleen dérivant explicitement une discontinuité, comme le modèle de
Daphnis développé par Crochepeyre durant sa thèse [24].
Le processus d’optimisation pourrait être automatisé en implémentant une méthode
d’analyse inverse (exemple : méthode de gradient), cependant une réflexion devrait être
menée afin d’utiliser les observables les plus pertinents. Les développements effectués
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par Levasseur [62] pourront être exploités à cet effet.
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ANNEXE A

Profil de déplacement

Nous présentons ici le profil de déplacement d’un calcul pour lequel nous avions fait un
tirage aléatoire. Nous observons durant ce calcul trois bandes, au cours du chargement
l’une des bandes se désactive et il ne reste plus que deux bandes. La figure A.1 montre
le profil de déplacement pour une zone qui prend en compte les deux bandes situées en
haut de l’échantillon. L’une de ces deux bandes se désactive au fur et à mesure que le
raccourcissement augmente. La figure A.2 montre que l’une des deux bandes commence
à se désactiver mais ceci n’est pas encore visible sur le profil de déplacement puisque les
nœuds que nous avons choisis pour calculer le profil se trouve plus ou moins au centre
de la bande. Il n’est donc pas possible d’observer les modifications qui surviennent
aux extrémités de la bande. A partir du pas 16 (figure A.3), nous pouvons voir la
désactivation de la bande, puis celle-ci disparait au pas 20 (figure A.4).
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Figure A.1 – Profil de déplacement pour le pas 8
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Figure A.2 – Profil de déplacement pour le pas 13

Dans tous les profils que nous présentons ici, il n’est pas possible de voir la troisième
bande qui est située en dessous des deux autres bandes. Ceci s’explique par le fait que
nous n’avions pas choisis assez de nœds pour le profil de déplacement. Ces nœds s’ar-
rêtent avant d’atteindre la dernière bande, nous ne pouvons donc avoir des informations
concernant cette bande ni même de son existence.
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Figure A.3 – Profil de déplacement pour le pas 16
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Figure A.4 – Profil de déplacement pour le pas 20
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ANNEXE B

Modifications dans le code de calcul Lagamine

Modification faites dans le code de calculs Lagamine par EL MOUSTAPHA Khadijatou
durant sa thèse (Septembre 2010- Mars 2014). Vous trouverez dans ce dossier toutes
les subroutines concernées par ses modifications, un fichier LAG, un fichier PRI, deux
fichiers de chargement, annexe du manuel et organigramme de Lagamine, et les sources
fortran.

• Modifications apportées au format du fichier PRI pour permettre d’écrire dans le
fichier IPE pour plus de 9999 éléments, à n’utiliser que si le nombre d’éléments
dépasse 10000 éléments, fichier LECIMP.F. Nous réservons donc 10 colonnes (10
digits) pour chaque valeur écrite dans le fichier PRI (exemple.pri).

• Fichier PRISIG.F : Changement qui permet d’avoir un espace entre les éléments et
la variable de sortie q pour pouvoir exploiter le fichier IPE avec Matlab.

• Fichier PLA2EA.F : NINTVmax=4000 élément très petit (taille est de 0.43 mm dans
mon cas).

• Fichier PRISUM.F : Augmentation du nombre de chiffres significatifs après la virgule
pour les valeurs imprimées pour les nœuds. Ce nombre est passé de 6 à 7. Modification
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à utiliser uniquement si l’on a besoin de beaucoup de précision pour le fichier IPN

• Fichiers PRISUM.F et LAMIN2.F : Changement de la taille du tableau MPRIE pour
pouvoir imprimer pour plus de 5000 éléments, cette taille a été fixée à NELEM le
nombre d’éléments. Puisque le nombre de nœuds dépasse 5000, la taille du tableau
MPRIN doit être augmentée nous la mettons à NUMNP qui correspond au nombre
de nœuds

• Fichiers LPLA.F, PLAINT.F, PLA2EA.F : Modifications au niveau de l’angle de
dilatance. Il varie de façon hyperbolique en fonction de la déformation plastique
équivalente, cette variation est la même que celle définie pour le frottement ainsi que
la cohésion. Nous introduisons 6 paramètres PSICF, PSICI, PSIEI, PSIEF, DECPSI,
BETAPSI (I pour initial, F pour final, C pour compression et E pour extension).
Pour faciliter le travail nous avons renommé les fichiers PLAINT.F PLADER.F et
PLAINV.F. : PLAINTKHADI.F et les subroutines éponymes qu’ils contiennent.
Changez donc les noms quand celles-ci sont appelées dans PLA2EA.F. Une ligne
doit être rajoutée au fichier LAG (après la ligne où est définie la cohésion initiale
et finale) pour donner les valeurs de ces paramètres. De plus, il faut prendre IECPS
(toujours dans le LAG) supérieur à 1 pour faire un calcul avec dilatance variable.
Pour en savoir plus voir le fichier LAG qui se trouve dans ce dossier. PSIC est stockée
dans la variable QB(19), elle correspond à NINTV qui est calculée en début de pas
et n’est plus utilisé.

Pour trouver les modifications chercher ’KEL’ dans les subroutines concer-
nées.
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