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Résumé — Dans cet article, on étudie un test d’égalité entre les matrices de covariance de L séries temporelles gaussiennes multivariées de
dimension M. On considere le cas particulier ou chacune des L matrices de covariance est une perturbation de rang 1 de la matrice identité,
correspondant a un modele signal plus bruit. Une nouvelle statistique de test basée sur des estimées des valeurs propres des différentes matrices de
covariance en jeu est proposée. Nous montrons que cette statistique de test est consistante et a taux de fausse alarme asymptotique constant dans
le régime des grandes dimensions ol le nombre d’observations disponibles N1, ..., N1 de chaque série ainsi que la dimension M tendent vers
I’infini au mé&me rythme. Des simulations montrent que la méthode proposée présente des performances appréciables par rapport aux approches
alternatives.

Abstract — In this paper, we consider the problem of testing equality of covariance matrices of L, Gaussian multivariate time series of dimension
M in the special case where each of the L covariances is modeled as a rank 1 perturbation of the identity matrix, corresponding to a signal plus
noise model. We propose a new test statistic based on the estimates of the eigenvalues of the different covariance matrices and which is shown to
be consistant with asymptotic constant false alarm rate, in the regime where the observations Ny, ..., Ny, of each time series and the dimension
M both converge to infinity at the same rate. Simulations show that the proposed method outperforms other relevant approaches.

1 Introduction oll

Considérons L séries temporelles (y,, 1)
mutuellement indépendantes telles que :

vee{l,...,L}, (yme)nez S Newm (0,Ry)

) (yn7L)n€Z
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nez Re:= D Yni¥ne
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désigne I’estimateur empirique standard de Ry,

"N,
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On s’intéresse ici a la détection de changements a travers la P N
loide (yn,),cr pour £ =1,..., L, qui se formalise par le test . foncti L 0 B culier ]
d’hypothese binaire suivant, portant sur I’égalité de matrices de et O}l <‘0 estune fonction contmue/sur] ’ +?,O E , fl pa’rAtlcu }er es
covariance - statistiques de test de type .S présentent 1’intérét d’étre a taux
de fausse alarme constant (i.e., la loi sous H de S ne dépend
Ho: R1:...:RL (1) pasdeRh...,RL).

Pour des données de grande dimension, i.e. M > 1, il est
courant dans de nombreuses applications que les changements
potentiels dans les covariances R, ne portent que sur une com-
posante de rang réduit, et on considere alors le modele :

R, =T,+ 0T (3)

avec I'y représentant la matrice de covariance de rang K <
M d’un signal utile et 021 la matrice de covariance d’un bruit
additif spatialement blanc. Dans le régime asymptotique des
grandes dimensions ou M, N1, ..., N, tendent vers I’infini au
méme rythme tandis que K, L restent fixes, il est possible de

Hi: H(i,j)G{L...,L}Q/Ri#Rj

Supposons que pour tout £ = 1,. .., L, on dispose de [N, obser-
vations yi ¢, ..., Yn,,¢ etnotons N = Ny +-- -4 Ny, La plu-
part des statistiques de test rencontrées dans la littérature [1],
incluant le rapport de vraisemblances généralisé, consistent,
sous réserve que M < Ny,..., N, acomparer a un seuil des
statistiques de la forme ! :

L N, 1 M o
S = ;:jl ~ 7 ; o (M(RR) @

1. Pour une matrice hermitienne A de taille (M x M), on note A1 (A) >
... > Am(A) ses valeurs propres par ordre décroissant.

montrer, sous le modele (3), et a la fois sous Hg et H1, que :

S i [ e,

M,N1,...,Np—00



ou f désigne la densité de la loi de Wachter [2], ce qui montre
que les statistiques de test construites a partir de S ne sont pas
consistantes.

Dans cet article, nous proposons une nouvelle statistique de
test, non plus basée sur .S, mais qui compare en un certain sens
les plus grandes valeurs propres des matrices Rl, .. ,f{ L, R.
Dans le cas du modele (3), la statistique proposée présente
I’avantage d’étre a la fois consistante et a taux de fausse alarme
asymptotique constant. Pour ce faire, nous présentons une ex-
tension des résultats de [3] sur le comportement conjoint des
plus grandes valeurs propres de Rl, . ,f{ L, R. Par souci de
place, la plupart des résultats seront présentés pour K = 1,
mais peuvent étre étendus pour K > 1.

2 Spectre de R

Dans cette section, on étudie le comportement asymptotique
aux 1°" et 2"? ordres des plus grandes valeurs propres de R
lorsque les matrices Ry, ..., R, suivent le modele (3).

Considérons en premier lieu les deux hypotheses suivantes,
qui décrivent le régime des grandes dimensions et spécifient le
comportement asymptotique de I'y, . .., I’ respectivement.

Hypothése 1. Ny = Ny(M),..., N = Np(M) sont fonc-
tions de M telles que :

W=l )

e

N M
o cy,. .. cr €]0,1) avec L indépendant de M.

Le régime asymptotique décrit dans 1’hypotheése 1 sera sym-
bolisé par la notation M — oo dans ce qui suit. On définit
également :

o (5h)

Hypothese 2. Pourtout k € {1,...,

L
=3 Sy @

K}, te{l,...,L},

1
Me(Te) = ke +o (\/M> 5)
etVk e {1,..., KL}
1
() =7k+o(m) (6)

Sous les hypotheses précédentes, on peut montrer que 1’in-
formation liée au spectre de I' se retrouve dans les L plus
grandes valeurs propres de R.

Théoréme 1. Sous les hypothéses 1 et 2, Vk € {1,. ..,
AN pes. )
Ak (R) m be (ka o )

KL} :

avec
(+a?)(y+a?e) 2
e Avre 2 v > o?y/c
belro?)i=] , o SToVe
o*(1++e)*  siy<o®ye
De plus, \k1,+1 (f{) — 02 (1+ /©)? p.s. quand M — .

Le théoreme 1, qui est une extension des résultats de [3, 4]
au cas L > 1, montre en particulier que les plus grandes va-
leurs propres de R convergent vers des limites dépendant di-
rectement des valeurs propres de I', sous réserve que les ratios
I, k=1,..., KL, soient suffisamment grands.

Le resultat suivant présente, sous I’hypothese H, un théoreme
centrale limite conjoint sur les plus grandes valeurs propres de
f{l, ceey RL, R. Tl constitue une extension des résultats de [3]
pour L > 1. Nous le présentons dans le cas K = 1.

Théoreme 2. Sous I’hypothése nulle Ho, et si

1 > o?max {\/c1,...,\/cL},

ona:

/\1 ( ) d’c(’Ylv )

A ( 1) — ey (71,07)

VM —>NRL+1 (0,0),

: M—o0
)\1 (RL> - ¢0L (Vla 02)

out la matrice de covariance © a la structure suivante :

02 91 ... Vg
O = g
Jr 62

avec, en notant cop = c .

0? = ., >0
¢ V2

2 4 212
9y = co(vi—o %2)(71 +0°) 1

Le théorémes 1 et 2 sont exploités en section suivante afin de
construire une nouvelle statistique de test consistante et a taux
de fausse alarme asymptotique constant.

3 Une nouvelle statistique de test

Commencons par reformuler le test (1) a ’aide de la pro-
priété suivante :
Lemme 1. Les assertions ci-dessous sont équivalentes :

(1) Th=...=T¢

(2) Vke{1,...,K},Le{1,...,

L}, A, (Te) = A (T).

Le lemme 1 nous permet de réécrire de maniere équivalente le
test (1) sous la forme :

7‘[0 : Vk,& /\k (Fg) = )\k (F)

7
Hi: 3k, LA (Tg) # A (T) @



En conséquence, il est possible de discriminer les hypotheses
Ho et H; en exploitant uniquement les valeurs propres des ma-
trices I'y,..., 'y, I, dont nous pouvons par ailleurs construire
des estimateurs consistants grace au Théoreme 1.

Considérons I’estimateur 62 de o2 suivant :

L <AQ K 1 M )
62::ZW;M—K > /\k(Rg).

£=1 k=K+1

et posons 4, la plus grande solution de I’équation ¢, (7, 62) =
M (R) si Ae(R) > 62(1 + 0)2 ou 4y = 57
De méme, posons 4 ¢ la plus grande solution de 1’équation
e, (1:62) = A (Re) si M(Ry) > 62(1+ /)2 ou 4, =
&2, /cg sinon. Le théoréme 1 montre alors que 4 — Y et
Yk,e — Ve P-s. quand M — oo, sous réserve que y;, > 02\ﬁ
ety > 0%\ /c pourtoutk = 1,..., K.

Muni de ces estimateurs, nous proposons dans ce qui suit
une nouvelle statistique a taux de fausse alarme asymptotique
constant pour le test (7). Pour la suite, on se place dans le cas
particulier X' = 1. Posons ¥ = (51 —91,1,---,%1 — ﬁ/LL)T.
En exploitant les théoréemes 1 et 2 avec une delta-méthode, il
est possible de montrer que sous I’hypothese nulle H et sous
réserve que v, > o2 max{,/c1,...,\/cr},

VM (HQHT>7% 4 ﬁ Nge (0,1)

¢ sinon.

ol H est la matrice L x (L + 1) donnée par

1 -1 0 ... ... 0
1 0 -1
H= ,
S
1 0 0 -1
et ou
g € 3
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On propose alors la statistique de test suivante

12
ArrT) 2 4+
T = L voof ( (HOHT) * 4 ) ®)
2
ou le seuil e peut étre ajusté de maniere a contrdler la pro-
babilité de fausse alarme asymptotique, comme décrit dans le
résultat suivant.

d1—a

Théoreme 3. Posons € = OlL q1_, est le quantile d’ordre
1 —ade laloi du x? a L degrés de liberté. Sous les hypothéses
let2 etsiv > o2./c, alors

Po(T'=1) 7@

ou Py désigne la mesure de probabilité induite sous H.

En analysant le comportement au 1°" ordre de 1" a I’aide du
théoreme 1, il est également possible d’obtenir un résultat de
consistance. Considérons 1’hypothese suivante, qui sera utilisée
en complément de I’hypothese 2.

Hypothése 3. Ona v, > o? max{ /c,,...,\/c } et pour tout
0=1,...,L v > 02\/@. De plus, sous I’hypotheése alter-
native Hy, il existe £ tel que y1 # 1,0

On déduit alors, sous les hypotheses 1, 2 et 3,
2

p.s
M — o0

H (HOQHT) iy

2
0 sous Ho

_1 2
€ = H(HQHT) 2 'yH >0 sous Hq,
2
oty =(m—71,--->M — 71..)T et ol £2 est obtenue en
remplagant 4, par y; et 62 par o2 dans I’expression de €2. On
aboutit alors au résultat suivant.

Théoreme 4. Sous les hypotheéses 1, 2 et 3, et Ve € 10, 1],

P, (lim T=i)=1,

M—o0

ou P; est la mesure de probabilité sous I’hypothese H,;.

4 Simulations

Dans cette section, nous illustrons numériquement les per-
formances de la statistique de test 7" proposée en (8). On considere
L = 2 et un scénario de changement de sous-espace, ol

Ty = a(f,)a(0,)"

aveca(f) = ﬁ (1,61 ..., M=DNT Sous Hy, on considere
01 = 6 = Oetsous Hy, 0y = 0,0 = 77, de sorte que les
modeles statistiques sous H, et 71 ne soient pas trivialement
séparables asymptotiquement.

Afin d’illustrer le théoréme 3, nous tragons en figure 1 la
fonction de répartition complémentaire de M 1" sous H (évaluée
sur 50000 tirages), pour Ny = Ny = 2M, M € {10, 30,50, 70}
et 02 = 0.5. Les tracés montrent une bonne adéquation avec la
loi du x?(L) pour des valeurs modestes de M, ce qui montre la
fiabilité de 1’analyse asymptotique proposée.

Nous illustrons ensuite les performances en termes de proba-
bilité de détection par le biais de courbes ROC (Receiver Ope-
rating Characteristic). Afin de comparer ces performances, on
propose de considérer la statistique de test TaLrT = 1y, 400[(5)
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FIGURE 1 — PFA de la statistique de test M T pour 02 = 0.5
M = {10,30, 50,70} et loi (1 — X2(L))

, ou S est définie en (2) pour ¢ = log, ainsi qu’une statistique
notée Trisg = 1jx 4oo[(F) et inspirée des travaux de [5] sur
les spiked models pour les matrices de Fisher, avec

L

po s [ () )
00=1
o<t
+ (v =2 (R7Re)) T
ou Vétz, = &—W)Q D’apres les résultats de [5],

il est 7possible de montrer que la statistique Trrsy est consis-
tante dans le régime des grandes dimensions sous réserve que
le RSB soit suffisamment grand (les détails sont omis). Les
seuils €, n, k des trois statistiques seront ajustés empiriquement
de maniere a vérifier une certaine PFA donnée.

La figure 2 montre le tracé des courbes ROC de T, Tgrr et
Trrsu pour M = 40, Ny = Ny = 2M et 02 € {0.1,0.2,0.5}.
On remarque que la statistique 7" proposée présente des perfor-
mances significativement meilleures, notamment grace a une
dégradation plus lente des performances a mesure que le RSB
diminue.

La Figure 3 présente quant a elle les courbes ROC des trois
statistiques, pour M = 40, Ny = 3M et N, = 1.5M avec
02 € {0.1,0.2,0.5}. On peut noter que, lorsque c; augmente,
~¢ s’ approche de la condition détaillée en hypothese 3 et par
conséquent les performances de la statistique de test T sont
impactées. Néanmoins, comme nous I’avons observé en figure
2, les performances ainsi que la résistance au bruit de la statis-
tique de test 71" restent supérieures.
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