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Résumé — Parmi les estimateurs de matrice de covariance, I’estimateur de Tyler régularisé offre des performances constantes quelle que soit la
distribution statistique des données, tout en étant robuste a la présence de données aberrantes. Cependant, la sélection de la valeur du parametre
de régularisation dépend fortement de 1’application ciblée et de la configuration des données, et a une influence directe sur les performances de
I’estimateur. Ainsi, proposer une regle de sélection du parametre de régularisation qui soit générale pour toutes les configurations de données
reste un probleme non trivial. Une méthode de sélection du parametre de régularisation dans le cas sous-déterminé est proposée, se basant sur
une approche par sous-espace. L’attrait de la méthode est validé a 1’aide de simulations, avant de I’appliquer au probleme de détection adaptative
d’objets enfouis.

Abstract — Among the various covariance matrix estimators, the regularised Tyler estimator performs independently from the data distribution
and is robust to data outlier corruption. However, the shrinkage parameter value selection depends on the target application and data configuration,
and have a direct influence on the estimator performance results. Thus finding a generic rule optimal for every criterion is not straightforward.
This paper proposes a new regularistaion parameter selection based on a subspace approach. The performances of this method are investigated
both in simulation and application to the adaptive buried objects detection problem.

1 Introduction formances [7, 8, 9, 10]. L’ajout d’une part de matrice identité

N . . ., . assure 1’existence de ’estimateur dans le cas sous-déterminé
L’estimation de matrices de covariances est une étape majeure

pour un grand nombre d’applications, a I’instar du traitement
d’antennes ot la précision d’estimation de ce parametre influe
directement sur les performances des détecteurs adaptatifs. A
partir d’un jeu de K données {x}1,x € CY, la Sample Co-
variance Matrix (SCM) est I’estimateur de matrice de covari-
ance le plus utilisé. Cependant ses performances sont moindres
quand le jeu de donnée est corrompu par des données aber-
rantes et/ou que la distribution statistique est hétérogene.

ainsi qu’un bon conditionnement de la matrice. Les estimateurs
sont calculés a I’aide des itérations :

K H

ROTD — (1 — a)ﬂ T, T,

K k=1 wkHR(i) “lay,

+aly, ()

convergeant vers la solution solution Rrr g ().
Arrive avec ce nouveau type d’estimateur la question du choix

(les RTEs existent et sont uniques pour « € (max(0,1 — K/N); 1]),

Pour faire face a cette difficulté, les M -Estimateurs (esti-
mateurs du maximum de vraisemblance généralisés pour les
distributions CES) sont prisés, du fait de leur robustesse [1].
Néanmoins, ces estimateurs ne sont pas adaptés pour les cas ol
les o, sont de grande taille mais en faible nombre. Plus parti-
culierement, les M -estimateurs ne sont pas définis dans le cas
sous-déterminé (K < N) tandis que la regle générale suggere
K > 2N pour obtenir de bonnes performances d’estimation.

Des méthodes de régularisation ont été proposées pour traiter
le probleme [2, 3, 4, 5, 6] et les estimateurs de Tyler régularisés
(RTEs), qui s’expriment :

K
XL .’BkH

———— +aly (1)
k=1 ! R;”E(a)mk

==

RRTE(CM) = (1 — Oz)

sont maintenant la cible de travaux d’optimisation de leur per-

de la valeur du parametre de régularisation «.. En effet, le com-
promis entre biais et performance dépend fortement de I’application,
ce qui empéche 1’établissement d’une regle générale qui soit
optimale pour tout critere et/ou distribution statistique. Plusieurs
approches existent dans la littérature :

e Oracles associés a I’algorithme (2) : [5] minimise I’erreur
de forme a une constante multiplicative pres.

e Estimateurs basés sur la théorie des matrices aléatoires
(RMT) (K et N tendent vers I'infini a ratio K /N fixe)
: [7] minimise I’erreur quadratique moyenne (MSE), [9]
optimise les performances du détecteur ANME, [8] min-
imise le "portfolio variance" (similaire au critere SINR-
Loss).

e Variantes de 1’algorithme (2) (p.ex: itérations avec nor-
malisation de la trace) : [2] oracle minimisant la MSE,



[11, 12] maximise le rapport de vraisemblance.

A 1a lumiére de ces travaux, on propose d’adapter les oracles
de [2, 5] pour le cas sous-déterminé (K < N) a I’aide d’une
approche par réduction de dimension [12] pour deux raisons
principales :

e les oracles aboutissent a des formes analytiques facilitant
I’implémentation,

e les oracles proposés par [2, 5] ne sont pas adaptés au
cas sous-déterminé, comme expliqué et illustré dans la
section simulation de cet article.

On redérivera aussi 1’oracle de [2] en 1’adaptant pour I’algorithme

(2) dans le cas réel comme complexe. On étudiera les perfor-
mances de la méthode proposée en simulation et sur données
réelles, appliquée au probleme de détection adaptative d’objets
enfouis.

2 Contexte
2.1 Estimateur de Tyler régularisé

Soit {zx}, , € CN un jeu de K vecteurs aléatoires xj ~
CEnN(0, R, g), de moyenne 0 € {0}V, matrice de dispersion
R € CN*N et génératrice ¢g. Dans la plupart des cas, la vraie
valeur de R est inconnue et est estimée a partir des données.
L’estimateur du maximum de vraisemblance minimise la fonc-
tion :

K
Z AR 1lx) —In |[R7Y, 3)
K=

avec p(t) = —In g(t). Cet estimateur peut étre généralisé pour

obtenir un M-Estimateur en choisissant une fonction p plus
générale. Pour le cas particulier p(t) = N In ¢, (3) aboutit
a Destimateur de Tyler RT g. Cependant, quand le nombre
de données K est trop faible (K < 2N) la matrice RT E est
mal conditionnée, et dans le cas K < N elle n’existe pas.
L’estimateur est alors régularisé pour contourner le probleme.
[13] propose un premier algorithme pour calculer 1’estimateur
de Tyler régularisé.

(i+1) N apaf
Ry = (1- a)?zw +aly,
=1 Ty, Row gk (4)
R(H‘l)
R(CZ’—IEVlI){ = C(V:iﬁ)
Tr(Reywp)

Ces itérations du point-fixe convergent Voo € (0;1) [2] mais
cette solution est heuristique car elle ne découle d’aucune min-
imisation de fonction de colit. L’estimateur de Tyler régularisé
comme solution d’une minimisation de fonction de cofit pénal-
isée a été donnée dans [4, 5, 6]

Zp

avec P(R) = Tr(R™!). On obtient la solution unique (1), cal-

culée par les itérations (2), qui convergent pour «« € (max(0,1—
%); 1]. On se focalisera sur cet algorithme dans la suite de cet

article.

AR '2zy) —In |R7Y +aP(R), (5
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FIG. 1: Valeurs de « pour différents ratios K/N. La ligne grise représente
la limite de convergence. Paramétres : N = 153, p = 0.9, v = 0.5, résultats
moyennés sur 1000 réalisations.
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FIG. 2: Image GPR originale. La position des objets est indiquée par des
carrés rouges.

2.2 Sélection du parametre de régularisation

La valeur du parametre « doit étre choisie en fonction de 1’application.

[2] propose un oracle minimisant la MSE:
acwu = argmax E[|R— R|*], (6)
Proposition 2.1 Soir €, = ((N + 1)(K + 1) — 4) Tr(R?) et

¢, = (KN + K — 1) Tr(R?). Pour des vecteurs CES i.i.d, la
solution a (6) pour ’algorithme (2) est, dans le cas réel :

QOCWH =
(N —2)Tr(R?) + N T*(R) e
¢, + NT*(R) — 2K (N +2) Tr(R) + KN(N +2)’
et dans le cas complexe :
QCWH =
N T (R) — Tr(R?
(R) — THR?) "

¢, + NT*(R) - 2K(N + 1) Tr(R) + KN(N +1)

Preuve: Voir [2] avec adaptations mineures pour le cas com-
plexe, et puisque 1’on se place dans le cas de 1’algorithme (2),
la normalisation Tr(R) = N ne s’applique pas.

[5] propose un second critere d’oracle pour «, en se focal-
isant sur une estimation correcte de la forme de la matrice
plutot que ses valeurs :

Tr(R™'R)

N W@

aory = argmax E[||R"'R —
«



Voir [5] pour les formules analytiques et leur démonstrations.
Ces « sont appelés oracles car il nécessitent la connaissance
de Tr(R) et Tr(R?). La vraie matrice de covariance étant in-
connue, on peut la remplacer par un RTE comme proposé dans
[5]. Dans le cas K ~ N, la substitution semble assez précise,
mais quand K < N l’estimation des traces devient grande-
ment imprécise, causant &ory ~ 1 qui met tout le poids sur
I’identité ou encore Gowpy < 1 — % et la divergence des itéra-
tions. Afin de résoudre ce probléme, on propose une nouvelle
méthode d’estimation des matrice de covariances dans le cas
sous-déterminé, en s’inspirant du travail de [12].

3 Approche par sous-espace

Le processus d’estimation proposé consiste a (i) projeter les
données sur le K-sous-espace qu’elles engendrent, (i) estimer
la matrice de covariance dans ce sous-espace a 1’aide d’'un RTE
et (4i1) faire I’expansion du résultat précédent pour obtenir un
estimateur NV x N.

3.1 Réduction de dimension

La premiere étape est de récupérer le sous-espace engendré par
les données {x} a I’aide de la SVD de la SCM, Rscy =
U DU", avec D une matrice diagonale et U = [t ... Gy].
Dans le cas K < N, seules K valeurs propres sont non-nulles
et les vecteurs propres associés Ug = = [t ... 0k (K pre-
mires colonnes de U) engendrent le sous-espace des données.
On note aussi U = [txy1 ... %y]. A laide de cette base, la
vraie matrice de covariance R est décomposée en deux blocs :

L . . qH
R— [UK Ulﬂ L [UK U,ﬂ .30
0 Ry
Comme expliqué dans [12] seul R peut étre correctement es-
timé, ce qui est fait a ’aide des projections des vecteurs xj sur
le sous-espace &, = UK Tk.

3.2 RTE dans le K-sous-espace

A I’aide des projections &y, le probleme passe du cas N > K
aucas N = K ou il y a possibilité d’une bonne estimation
de Tr(Ry) pour I'injecter dans les oracles « ainsi que la sup-
pression des conditions de convergence sur o pour le RTE le
rendant de ce fait compatible avec tous les oracles présentés
a la section 2. le RTE des projections est calculé a 1’aide de
I’équation (2) ol on applique N = K, et la valeur oracle «
choisie est notée &y.

3.3 Expansion

Apres avoir calculé Ry (dp), il reste A retourner dans le N-
espace de depart et y reconstruire I’estimateur de la matrice
de covariance R. Comme le bloc Rj; ne peut étre estimé, on
le remplace par une solution non-informative a-In_g. On
propose ici de choisir a® = &g pour ne pas dénaturer le spectre
de la matrice estimée, pulsque la plus faible valeur propre de
Ry est supérieure a . R s’exprime alors comme :

Ri(6) 0 ][UK ok]” an

R = {ﬁK UI%H 0  aoly x
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FIG. 3: Résultats pour (a) Ty sans projection (o € [0.998; 1]) (b) aoTy
avec projection (v € [0.8;0.95]), (¢) acw g avec projection (a € [0.1;0.4]),
et (d) maximum PD &pp (o € [0.4;0.9]). Parametres : N = 153, K = 40

4 Simulations

Cette section présente des simulations visant a illustrer la supéri-
orité de la méthode proposée par rapport aux oracles proposés
dans la section 2 dans le cas sous-déterminé. Pour se placer
en ligne avec les données de la section 5, les simulations sont



faites dans le cas réel, avec {:L'k}L x générés selon un mod-
ele SIRV , @, = /7y, gk, avec g, ~ Ny (0, R), R Toeplitz
[R);; = pli=ilet T ~ T(v,1/v).

La fig. 1 montre les valeurs de &g pour les deux criteres avec
et sans projection sur le sous-espace. Une premiere observa-
tion est que les valeurs pour I’oracle CWH retourne des valeurs
similaires dans les deux cas, mais qui sont sous la limite de
convergence, ce qui montre que la projection permet désor-
mais d’utiliser cet oracle avec I’algorithme (2). Pour le critere
de forme on observe une amélioration des valeurs de &oy, la
projection sur le sous-espace permettant d’alléger le poids de
I’identité et de faire meilleur usage des données.

5 Application sur données réelles

La méthode proposée est appliqué au probleme de détection
adaptative d’objets sur image GPR [14]. Le probléme consiste
a détecter un signal connu p € RY (réponse d’un objet enfoui)
dans une observation & € R™, en ayant a disposition un jeu
d’observation secondaires supposées sans signal utile {xy }, ,
avec K < N. Deux hypothéses sont formulées Hy: = n et
Hi: x = ap+ n, qui mene apres résolution au détecteur:
T H—1..[2
A = max A|p R m|A }gn.

c¢ert (pTR-1p)(zT R~ 'x) H,
Ce detecteur est appliqué a une image contenant deux objets
(fig. 2). Trois estimateurs sont utilisés : le RTE avec &ory
avec et sans projection sur le sous-espace, le RTE avec &dcw g
et avec projection. Un quatrieéme estimateur est ajouté a I’étude
pour comparaison : le RTE avec &pp qui maximise la proba-
bilité de détection en s’appuyant sur la théorie des matrices
aléatoires [9].

Les résultats de la fig. 3 montrent une amélioration de la dé-
tection pour le critere (9), réduisant le niveau de bruit dans le
bas de I’image. L’estimateur avec &oyw g renvoie un niveau de
bruit encore plus faible. Ses résultats sont également compara-
bles a ceux du parametre & pp tout en étant bien plus rapide a
calculer. Pour une meilleur comparaison des méthodes, on ap-
plique un seuillage & 20% du maximum de chaque image pour
obtenir le taux de PFA correspondant : PF Apr, = 1.15 1072,
PFAOTySub =21 1073, PFACWH =14 1073, PFApp =
1.21073.

(12)

6 Conclusion

Une nouvelle approche pour I’estimation des matrices de co-
variance dans le cas K < N a été proposée, basée sur la
projection des données sur le K-sous-espace qu’elles engen-
drent. Cette approche supprime les problémes de convergence
de I’estimateur de Tyler et permet une meilleur estimation des
oracles &, comme illustré lors des simulations. L’application
au probléme de détection adaptative a montré des performances
satisfaisantes.
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