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Résumé — On postule généralement que le traitement conjoint des mesures multimodales conduit & de meilleures performances que celles
obtenues en exploitant une seule modalité, ou les deux indépendamment. Mais qu’en est-il vraiment ? A quelles conditions cette affirmation est
elle vérifiée ou au contraire erronée ? Pour y répondre, nous considérons un exemple simple de deux modalités qui produisent des observations
bruitées et corréleés via les signaux portant de 1’information et les bruits. Dans ce cadre trés simple, nous pouvons analyser rigoureusement
I’impact de ces corrélations sur les performances en terme d’information et d’erreur d’estimation. Nous montrons également qu’une connaissance
erronée de ces corrélations a des effets, parfois tout a fait surprenants, sur les performances.

Abstract — It is generally assumed that the joint processing of multimodal measurements leads to better performance than that obtained by
exploiting a single modality, or all modalities independently. Under what conditions is this statement true or false? To answer this, we consider
a simple example of two modalities correlated via information-bearing signals and noise. In this very simple framework, we can analyze
meticulously the impact of these correlations on performance in terms of information and estimation error. We also show that mismatched

correlations has effects, sometimes quite surprising, on performance.

1 Introduction

Il est aujourd’hui courant d’utiliser différents appareils de
mesures, ¢’ est-a-dire plusieurs modalités pour observer un sys-
teme complexe. Ce concept est connu sous le nom de mul-
timodalité. On affirme généralement que la diversité et la
complémentarité de ces données multimodales aboutissent a
une meilleure connaissance du systéme, par exemple a une
meilleure performance dans I’estimation des parametres qui le
décrivent.

De fagon évidente, la multimodalité souleve plusieurs défis
en raison de I’hétérogénéité des données et de la complexité
des systemes de mesure. Suivant 1’application, imagerie céré-
brale, télédétection, interface homme-machine, etc., nous trou-
vons dans la littérature de nombreux travaux et algorithmes
pour exploiter la multimodalité en affrontant ces défis [1, 2].
Mais, une question fondamentale que peu de travaux ont abordé
(par exemple [3, 4, 5, 6]) est la suivante : Quelles conditions
garantissent un réel bénéfice a la combinaison de plusieurs mo-
dalités ?

L’ analyse conjointe de plusieurs mesures garantit en général
plus d’information et de meilleures performances que I’ana-
lyse séparée, pourvu qu’il existe des liens entre les mesures.
Ainsi, la premiere étape pour répondre a la question ci-dessus
consiste a comprendre comment ces modalités interagissent et
quel est ’effet de leurs liens mutuels sur leur contenu infor-
mationnel. Dans ce travail nous abordons ces questions sur un
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exemple simple mais général, qui a I’intérét de fournir des ré-
sultats analytiques faciles a interpréter et a analyser. Ce modele
consiste en deux mesures (c’est-a-dire deux modalités) bruitées
d’un méme systeme. Les performances obtenues avec ce mo-
dele, en terme d’information et d’erreur d’estimation, seront
étudiées dans deux situations, selon que les liens entre les mo-
dalités sont parfaitement ou imparfaitement connus ou modéli-
sés. Dans ce dernier cas, on parlera de modele inadéquat.

Ce papier est organisé comme suit. Le modele et les no-
tations sont introduits dans la section 2. Dans la section 3,
nous rappelons la définition de I’information mutuelle, de 1’er-
reur quadratique moyenne et de leurs généralisations dans le
cas d’un modele inadéquat. L’influence de 1’adéquation et de
I'inadéquation du modele sur les performances attendues est
ensuite développée dans les sections 4 et 5, respectivement.
Nous concluons ce papier dans la section 6.

2 Modele et notations

Nous considérons deux modalités différentes qui observent
le méme systeme physique :
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ol s1, Sg, N1 €t ng sont des variables gaussiennes. Sans perte de
généralités nous supposons que ces variables sont de moyennes
nulles et de variances unitaires. Nous supposons que les bruits
sont indépendants de s; et so. Le fait que les deux modali-
tés observent le méme systeme physique est modélisé par une



corrélation entre s; et S que nous notons ps. Nous supposons
aussi une corrélation entre les bruits que nous notons p,,, étant
donné que les systemes d’acquisition peuvent étre perturbés par
des imperfections liées. Par conséquent, les corrélations pg et
pn constituent les liens entre les modalités =1 et x3. Les va-
riances des signaux d’intérét et des bruits étant unitaires, oy et
ao représentent les rapports signal a bruit des modalités.

Dans le cas général, un modele est inadéquat si les densi-
tés de probabilité supposées, ¢(.), sont différentes des densités
réelles, p(.). Toutefois, dans le cadre du modele (1) gaussien
centré, I’'inadéquation se manifeste par la différence entre les
vraies valeurs des corrélations ps et p,,, et leurs valeurs suppo-
sées ps et p,. Les deux modalités sont dites analysées conjoin-
tement (resp. séparément) si les liens pg et p, sont (resp. ne
sont pas) exploités.

3  Quelques mesures d’information
et d’estimation

Dans cette section et dans le cas général, nous examinons
I’extension de I’information mutuelle et de 1’erreur quadratique
moyenne dans le cas de modeles inadéquats.

Information. L’ information mutuelle mesure la dépendance
entre deux vecteurs aléatoires, autrement dit, I’information par-
tagée entre ces deux quantités. L’ information mutuelle entre y
et z est définie par la divergence de Kullback-Leibler entre la
loi jointe p(y, z) et le produit des marginales p(y)p(z) [7].

/ log (p(yz))> p(y,z)dydz (2)
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ot E,[.] est I’'espérance par rapport a p(.). Le terme V,,(y, z) est
un rapport de vraisemblance déterminé par le modele d’obser-
vation. Notons que I’espérance ne peut étre approchée qu’a par-
tir des données d’observation distribuées selon la vraie loi p(.).
Dans le cas d’'un modele inadéquat, V,,(y, z) devient V, (y, z),
mais les données restent distribuées selon la vraie loi p(.). La
mesure d’information est alors I’espérance par rapport a p(.)
du logarithme de V,(y, z), notée :

Lg(y;z) = E,flog(Vy(y,2))], (5)

Contrairement a I, ,, I,, n’est pas une divergence de
Kullback-Leibler et par conséquent sa non-négativité n’est pas
garantie. La perte en information induite par un modele inadé-
quat peut étre quantifiée par la différence :

1

pp(¥:2) — Ly o(yiz) = Dir(p(y,2z)lla(y,2)) (6)
—Dir(p(y)lla(y)) — Dk (p(2)llq(z)),

Cette différence I, ,(y;z) — Ip,q(y; z) peut étre négative. Par
exemple, si q(z]y) = p(z|y) alors que ¢(z) # p(z), on obtient

Ip,p(Y% Z)

L, »(y;2)—1p4(y;2) = —Dkr(p(z)||q(z)) < 0.Dans le mo-
dele (1), siy = [s1,s0]T etz = [z1,22]7, ce cas correspond
alors a la seule inadéquation du modele du signal y.
Estimation. Nous nous intéressons a I’erreur quadratique
moyenne qui caractérise la précision d’un estimateur. L’esti-
mateur optimal de y en fonction de z au sens de I’erreur qua-
dratique moyenne est la moyenne de la loi a posteriori [8] :

VRN . [ p(y) \y )y dy
yp(Z)—/yp(.VI )dy = fp ) dy

L’erreur quadratique moyenne relative a cet estimateur est la
matrice de covariance de I’erreur y — ¥, :

M, (yi2) = B, |(y ~9,(2) v = 5,(@)" | . ®)

Comme pour I’information mutuelle, I’estimateur au sens de
I’erreur quadratique moyenne n’est pas adapté au modele in-
adéquat. L’estimateur qu’on utilise plutot est donné par la
moyenne de la loi a posteriori supposée ¢(y|z) # p(y|z) :

)

i a . Ja(y) Iy y dy
u(r) £ [ yatylaydy = LELLEOSY.

L’erreur quadratique moyenne relative a cet estimateur est la
matrice de covariance de I’erreur y — ¥, par rapport a la vraie
loi :

)

N - T
M, 4(v;2) = Ep [(y —Yq(2) (y = ¥4(2)) ] . (10
Le surplus d’erreur induit par un modele inadéquat, étant donné
par une matrice de covariance, est semi-défini positif :

My, (¥:2) ~ My(yiz) = By |(§ — 90) (5~ 90)"] - (D)

Information versus estimation. Dans le cas gaussien étudié
ici, les deux mesures sont équivalentes et nous les utiliserons
indifféremment. En revanche, dans un cas général, 1’informa-
tion mutuelle est plus riche que I’erreur quadratique moyenne
qui se limite a I’ordre deux. Toutefois, des liens forts existent
entre les deux dans les canaux gaussiens [9, 10].

4 Modele adéquat

Dans cette partie et dans le cadre du modele (1) adéquat,
nous envisageons 1’effet des liens et des rapports signal a bruit
des modalités sur la précision de 1’estimation ainsi que sur I’in-
formation.

Une ou deux modalités ? L’ information apportée conjointe-
ment par x; et To sSur s;

12)

(Varagps +pn)?\ ., .
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est plus grande que 1’information apportée par x;

Lpp (i1, 2) =

%log ((1 +a1)(1+ az) —

1
Iy p(sis i) = 5 log(1 + ay), (13)



FIGURE 1 — Variation de I}, ,, (si; 1, :cg) en fonction de p,,
pour différentes valeurs de a, ol vy = 1 et ps = —0.5.

sauf si z; n’apporte pas de nouveauté sur s;. Ceci est vrai
si Ipp(si;21,@2) = Ipp(si;2;) qui correspond a la condi-
tion \/a; ps = \/a; p, (U'intersection des courbes avec les
lignes horizontales dans les figures 1 et 2). Dans ce cas, z;
est suffisante, seule, pour estimer s;. Si de plus a; = ao,
alors x; est aussi suffisante pour estimer s;, I, ,, (sj; 1, :EQ) =
I, p(sj; x;). Par conséquent, I’anlayse séparée est équivalente
a I’analyse conjointe si a1 = oo et ps = py,.

En raison de la complémentarité de z; et zo, I’exploitation
des deux modalités est nécessaire pour avoir de I’information
sur s; et so. En revanche, si s; et so sont parfaitement corrélés
(ps = £1) etsi VO ps = V@ pp, alors Ip7p(si;1’1,$2) =
Iy p(si;2i) et I (sj;21,@2) = I, p(sj;2;). Une seule mo-
dalité x; suffit donc a tirer le maximum d’information possible
surs = [sq,s9]7

La corrélation entre les signaux d’intérét induit-elle de la
redondance ou favorise-t-elle ’interaction ? Une corrélation
nulle entre les signaux d’intérét, illustrée par la figure 2 pour
ps = 0, signifie que les deux modalités observent des parties
totalement différentes du systeme physique.

(14)

> > Ip,p(3i3 ;)

Ip,p (si; X, x2)J ps=0 ==
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Par conséquent, la deuxieme modalité x; n’apporte pas d’infor-
mation sur le signal s;, mais elle en apporte sur le bruit (tant que
pn 7 0) : Ianalyse conjointe des deux modalités apporte donc
plus d’information que 1’analyse séparée. Si de plus les bruits
sont décorrélés, p,, = 0, les modalités seront indépendantes et
aucune interaction ne peut avoir lieu : I’analyse conjointe est,
dans ce cas, équivalente a 1’analyse séparée.

Réciproquement, une corrélation non nulle entre s; et s re-
présente le taux de chevauchement entre les parties observées
par 1 et xo. Cette corrélation induit de la redondance entre
les modalités et donc moins d’information, Iy, , (si; 1, xz) <

Ip,p(sl; x, IQ)

FIGURE 2 — Variations de I,, ,, (s1; 1, z2) en fonction de pj,
pour différentes valeurs de ps ol vy = 2 et g = 1.

Ipyp(siml»x?”ps:o’ si ps € [0, ps,]*. Par contre, au dela
de cet intervalle cette corrélation est exploitée pour mieux ré-
duire le bruit et donc assurer une meilleur estimation surtout
si ps et p, ont des signes différents. La figure 2 illustre ces
situations extrémes, pour ps = —1 et p;, = 1. En particu-
lier, nous atteignons une estimation parfaite du signal d’intérét,
Im,(si; xl,xg) =ooetM,, ,(s;;21,22) = 0,81 |ps| = |pn| =
1. Une analyse détaillée de ce cas est dans [3].

Doit-on omettre une modalité de tres faible rapport si-
gnal a bruit? Si ay = ag ou si |ps| = |pnl, les deux mo-
dalités s’influencent d’une maniere équivalente. Autrement dit,
la quantité d’information apportée par zo sur s; est égale a la
quantité apportée par x1 sur So. Par contre si s < a1, 1 ap-
porte une information plus fiable sur le signal d’intérét et zo
en apporte sur le bruit. Par conséquent, si les signaux d’intérét
sont plus corrélés que les bruits, |ps| > |pn|, 1 apporte plus
d’information sur s; que celle apportée par x5 sur s;. Inverse-
ment si les bruits sont plus corrélés que les signaux d’intérét,
|ps| < |pnl, T2 apporte plus d’information sur s; que celle ap-
portée par x1 sur so. Par ailleurs si as < 1, I'information que
xo apporte sur le bruit assure une meilleure estimation de s;
mais s est mal estimé (cf figure 1).

5 Modéele inadéquat

Dans cette section et dans le cadre du modele (1) inadéquat,
nous examinons les conséquences d’une mauvaise estimation
des liens entre les modalités sur la précision d’estimation.

Une ou deux modalités ? Quand nous supposons a tort 1’in-
dépendance, ps = 0 et p, = 0, ou la redondance entre les
modalités, V& Ps = /0y pn, nous négligeons I’information
que peut porter la deuxieéme modalité et M, ,(s;; 21, 22) =
M,, ,,(s;; ;). Lanalyse conjointe est donc équivalente a 1’ana-

_ 2y/@iagpn (1+a;—p2)

*. =
Pso aj(1-p2 +ajtaip?)
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M;mq(si; X, l‘g)

(1 + ij) (\/@(ﬂs

(]. -+ al)(]- -+ CYQ) — (\/alag AS =+ ﬁn)z
- /35) - \/071(/)71 - ﬁn)) + \/CTj(pAspn - ps,ﬁn)(\/mﬁs + ﬁn)
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FIGURE 3 — Variations de M, , (si; 1, ;vz) en fonction de p,, pour differentes valeurs de ps ou oy = let ag = 1.
a gauche sgn(p;) = sgn(py,), a droite sgn(ps) = — sgn(px)

lyse séparée. Par contre, pour certaines valeurs de ps et g, le
modele inadéquat introduit plus d’erreurs que 1’analyse sépa-
rée M, ,(s;;x1,22) > M, p(si;2;), comme Iillustre la fi-
gure 3. Dans ce cas, contrairement au modele adéquat, I’ana-
lyse conjointe apporte moins d’information que 1’analyse sépa-
rée. Ces erreurs peuvent étre trés importantes surtout si nous
supposons de fortes corrélations, puisque nous accordons a tort
confiance a la deuxieme modalité. Il faut noter que si les corré-
lations exactes, p; et p,,, ont des signes différents nous risquons
moins de surpasser I’erreur de I’analyse séparée (cf la figure 3).

L’intérét d’une double inadéquation. Une seule inadéqua-
tion du modele, ps; # ps ou ps # ps, n’assure pas moins d’er-
reurs qu’une double inadéquation, ps # ps et ps # ps. Au
contraire, la figure 3 montre que pour chaque inadéquation du
signal pg # ps correspond une inadéquation de bruit p,, # p,
qui la compense et donc minimise M, 4(s;; 1, Z2).

6 Conclusion

Dans cet article, nous avons étudié 1’impact des corrélations
entre les modalités sur leurs contenus en information. Nos ré-
sultats suggerent que 1’analyse conjointe est plus souvent bé-
néfique que I’analyse séparée, notamment si les corrélations
des signaux d’intérét et des bruits ont des signes différents.
En outre, une corrélation entre les bruits améliore la précision
d’estimation méme si les signaux d’intérét ne sont pas corrélés
ou si une modalité est de mauvaise qualité. De plus, ce tra-
vail met en garde contre le modele inadéquat, puisqu’il risque
de détériorer la performance et fausser 1’objectif de la multi-

modalité. Comme il met en évidence I’avantage d’une double
inadéquation de modele a réduire I’erreur d’estimation.
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